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Présentation de l'éditeur

 

Les nombres sont tout-puissants. C’est grâce à eux qu’on fait atterrir sur Mars une sonde au mètre près, qu’on programme nos ordinateurs, qu’on décide de vertigineuses transactions financières ou qu’on modélise l’évolution des épidémies. Si certains animaux savent manier de faibles quantités, aucun d’eux n’a inventé les nombres : ils sont le grand oeuvre de notre espèce. 

Leur longue construction ne s’est pas faite sans heurt. Il a fallu les imaginer et les représenter, apprendre à les manipuler, concevoir le zéro et l’infini, voire en créer qui semblaient ne pas exister… Voici le récit de leurs aventures, enrichi de nombreuses énigmes pour en percer tous les secrets. 

Normalien et agrégé de mathématiques, Hervé Lehning est fou de nombres. Membre de l’Association des réservistes du chiffre et de la sécurité de l’information, il partage son temps entre la cryptographie et l’écriture. Ses deux derniers ouvrages, Toutes les mathématiques du monde et La Bible des codes secrets, sont devenus des classiques.





Le Livre des nombres





Avant-propos

Les autres cathédrales


Vous souvenez-vous du film Matrix ? Le scénario mettait en scène un jeune hacker, qui découvrait que la réalité n’était qu’un simulacre. Une organisation de rebelles lui ouvrait les yeux : ils l’amenaient à prendre conscience que nous vivons dans un monde régi par un programme informatique, un univers de nombres. Vous allez sûrement sourire, mais je ne suis pas loin de partager leur avis.

Pour moi aussi, le monde n’est qu’un miroir aux alouettes derrière lequel se cache un infini de nombres. Je ne parle pas là en ma qualité d’ancien professeur de mathématiques en classe de Spéciales, mais en tant que simple quidam. Regardez autour de vous, vous êtes déjà dans la matrice. Sur les étals des commerces, les nombres s’alignent sur les étiquettes et font tourner les économies. Quand on bâtit un pont, encore davantage que les piliers de soutènement, ce sont eux (à travers les calculs des architectes) qui confèrent solidité et élan à l’ouvrage. Votre santé même repose sur eux, et sur les colonnes de chiffres souvent cryptiques qui figurent sur le compte rendu d’une analyse sanguine (et en rendent la lecture haletante comme un thriller). Grâce à eux, on envoie des sondes se poser sur Mars à un mètre près. Un slogan pourrait résumer nos sociétés modernes, où les calculs sont rois : tout est nombre.

Comment en sommes-nous arrivés là ? Nous baignons à un point tel dans les nombres que nous avons oublié qu’ils n’avaient rien d’évident au départ, qu’ils ne sont pas tombés du ciel comme une météorite. D’accord, les animaux possèdent, selon les espèces, une intuition plus ou moins éclairée du concept de nombre. De sa voix nasillarde, Alex, le célèbre perroquet savant qu’a élevé une éthologue américaine, s’exclamait par exemple « six ! » si on lui présentait six cubes. En lui apprenant le mot, la chercheuse avait tourné à son bénéfice une capacité innée, déjà présente, de la créature : dans la jungle ou la savane, savoir estimer les quantités est vital pour apprécier la dangerosité d’un groupe de prédateurs.

Mais nous, les Sapiens, avons poussé la notion de nombre jusqu’à des sommets stratosphériques. Les nombres sont le grand œuvre de l’espèce humaine. Quand on se promenait sur le parvis de Notre-Dame de Paris, avant qu’un incendie ne ravage l’édifice, on frissonnait face au monument. Que l’on soit croyant ou non, franchir son portail et sentir subitement la fraîcheur de la nef, c’était pénétrer dans un joyau de la pensée humaine, dans ce qu’elle conçoit de plus grandiose. De même, que l’on soit mathématicien ou non, coucher des chiffres sur le papier, c’est manier le plus puissant outil inventé par l’homme. Le nombre n’est peut-être pas le propre de notre espèce, mais c’est assurément l’une de nos plus grandes réalisations. Pour reprendre les mots du mathématicien du XIXe siècle Leopold Kronecker : « Dieu a fait les nombres entiers, tout le reste est l’œuvre de l’homme. »

C’est l’histoire de cette fabuleuse conquête de l’intelligence humaine dont ce livre, largement enrichi depuis sa première édition (L’Univers des nombres, Ixelles, 2013), se veut un panorama. Ce récit de l’invention des nombres et des concepts attenants aurait pu être tracé de façon linéaire, mais j’ai préféré une autre approche, plus stimulante. Chaque amorce de chapitre sera une invitation au voyage. Vous y ferez la connaissance de nombres qui ont marqué notre histoire récente. Il s’agira d’autant de points de départ, qui nous permettront par la suite de remonter le temps et de partir à la découverte de Pythagore, des maîtres mathématiciens de la Renaissance ou d’autres figures qui ont apporté leur pierre à cet incroyable édifice – non sans avoir parfois conduit les hommes à revoir leurs conceptions du simple et du mesurable…

Si plus de deux cents ans ont été nécessaires pour bâtir la cathédrale dédiée à la Vierge Marie, l’enfantement des nombres, lui, s’est étalé sur plus de deux mille ans. Cela a été une œuvre collective, le fruit de nombreuses nations. Pour en faire le récit, nous voyagerons des rivages humides de la Mésopotamie au désert de l’Égypte antique. Car cette histoire ne s’est pas faite sans heurt, il a fallu surmonter bien des obstacles, comme inventer des nombres qui semblaient ne pas exister.

Longtemps, en effet, les nombres entiers naturels (un, deux, trois, etc.) ont été les seuls à mériter l’appellation de « nombres ». Leur but était d’estimer en quantité des collections d’objets, comme les moutons possédés par un paysan. Ces nombres, a priori simplement utilitaires, ont ainsi acquis une dimension symbolique et magique, avant de devenir l’objet de jeux : nombres parfaits, carrés magiques, etc. L’étonnant est que, des milliers d’années plus tard, ces études sur les nombres aient remporté des succès aussi concrets qu’inattendus, preuve que l’utilité est susceptible de jaillir par hasard et ne se décrète pas forcément !

Les nombres ne seraient rien, ou pas grand-chose, s’ils ne s’accompagnaient des quatre opérations arithmétiques (addition, soustraction, multiplication et division) et des instruments pour les exécuter : abaques, bouliers, algorithmes, calculettes et autres ordinateurs. Ces opérations ont conduit à considérer « zéro » comme un nombre, ce qui ne se fit pas sans mal. Car que signifie compter l’absence ? Les nombres négatifs ont suivi cette invention, puis les nombres rationnels et enfin ceux que l’on dit « réels », puisqu’ils nous permettent de mesurer et pas seulement de compter.

Plus éloignés encore des entiers, certains nombres, comme celui que l’on note π (et qu’on prononce pi) ne s’expriment pas par des formules standards. De façon étonnante, cela n’empêche pas que l’on soit aujourd’hui capable de les calculer avec des précisions hallucinantes : des milliards de décimales ! S’élancer dans l’exploration de ce paysage numérique infini paraît futile. Quel acharnement quand deux décimales (3,14) suffisent pour les besoins usuels et une douzaine (3,141 592 653 589) pour les exigences les plus sophistiquées ! Quelle fièvre brûle le front des mathématiciens se livrant à cet exercice ? Le goût de la prouesse ? L’espérance de découvertes mathématiques ? Les deux sans doute.

De nos jours, les nombres ont conquis bien des domaines, mais peut-on tout mesurer ? La richesse, la pauvreté, le bonheur, les émotions, l’affinité, etc. sont-ils quantifiables, comme certains l’affirment ? De même, est-il envisageable de tout prévoir ? Le temps qu’il fera demain, celui du siècle prochain, les crises financières, le nombre de victimes d’une épidémie, etc. ? J’évoquerai au fil des pages ces questions, qui dépassent les mathématiques traditionnelles.

Je m’en voudrais d’oublier l’aspect ludique des nombres. En conséquence, ce livre contient des jeux répartis dans le texte, en général sous forme de QCM, les réponses étant réunies en fin de volume. Elles peuvent être trouvées grâce à des raisonnements mathématiques, mais aussi être perçues intuitivement.

Au Moyen-Âge, l’érection des cathédrales gothiques envoyait au diable les limites de la géométrie euclidienne classique. En remettant en question les dogmes passés, on cherchait à élever l’âme. Les mathématiciens qui ont œuvré à l’invention de l’univers des nombres ont emprunté la même voie, celle de bâtisseurs des fondations sur lesquelles s’est construite notre civilisation. Ainsi, ce n’est pas une simple aventure, grande et épique, que je vais vous raconter, c’est aussi une part de notre histoire à tous.










Chapitre 1

Grandeur et décadence des nombres


Ne nous voilons pas la face : nous sommes accros aux nombres. Vous, moi, les ingénieurs de la NASA comme les architectes chargés de la restauration de la cathédrale Notre-Dame. La preuve ? Alors que j’écris ces lignes, le quotidien du jour est posé négligemment sur un coin de mon bureau. Quelques titres au hasard : « Un squelette de T-Rex vendu 31,8 millions de dollars », « Quatre ans de prison pour le casse du siècle à la pointe du stylo », « En pleine épidémie de Covid-19, la crainte d’une pénurie de vaccins… » D’accord, je n’ai pas écrit ces articles moi-même, mais quand je raconterai ma journée à ma compagne ce soir, il se peut tout à fait que je les reprenne à mon compte, et je parie que vous en feriez de même : « Au fait, sais-tu combien vaut un fossile de T-Rex ? »

Avant d’aborder le cœur du sujet qui nous préoccupe – comment l’humanité est passée du stade où elle comptait avec ses doigts à celui où elle calcule dans des espaces infinis à dix dimensions –, il me semble utile de m’arrêter en préambule sur l’ambivalence que nous entretenons à l’égard des nombres. S’ils sont l’un des outils les plus fabuleux inventés par notre espèce, comme je l’ai souligné plus haut, ils peuvent être aussi des cache-misères, des figures familières et rassurantes destinées à combler un manque. Laissez-moi m’expliquer.

Il y a une bonne raison qui nous pousse à recourir si fréquemment aux nombres : leur redoutable efficacité. Nous n’avons pas encore trouvé mieux pour résoudre des problèmes d’ingénierie. Peut-être des extraterrestres ont-ils développé un moyen de concevoir une navette spatiale sans employer de nombres (en se forgeant une intuition toute-puissante, qui afficherait dans leur cerveau le résultat fini, par exemple), mais nous, modestes Terriens, devons nous coltiner des kilomètres de calculs et d’équations pour voir enfin jaillir l’étincelle du savoir. Les exemples abondent pour illustrer l’incroyable efficacité des nombres, mais continuons avec le domaine du spatial, puisque nous y sommes. Vous vous souvenez du suspense haletant que nous avons vécu avec la sonde Rosetta, n’est-ce pas ?


Rencontre du troisième type

En 2014, parvenue aux confins du Système solaire, la sonde Rosetta se plaçait en orbite autour d’un gros caillou en forme d’haltère, répondant au nom barbare de Tchourioumov-Guérassimenko. Tel un rapace lâchant sa proie, l’engin ne tarda pas à larguer un petit module qui alla se poser à la surface de l’astre rocheux, afin d’y mener des analyses in situ. Sur Terre, une ardente ferveur, rappelant le premier pas sur la Lune, animait tous ceux qui suivaient l’événement à la télévision ou à la radio. Pour la première fois, un engin façonné de la main de l’homme gravitait autour d’une comète. L’Histoire s’écrivait (presque) en direct sous nos yeux…

En tout cas, cette rencontre extraterrestre signait un nouveau succès de la conquête spatiale et une preuve éclatante de la précision des calculs de trajectoire auxquels les ingénieurs des agences spatiales sont rompus. Les circonvolutions auxquelles s’est livrée Rosetta pour parvenir à destination donnent le tournis : elle a parcouru quatre orbites autour du Soleil, a frôlé deux planètes (la Terre et Mars) pour « ricocher » dessus, et a traversé deux fois la ceinture d’astéroïdes qui précède Jupiter. Toutes ces péripéties l’ont amenée, au terme d’un périple de 6 milliards de kilomètres ayant duré dix ans, sur un fragment d’éternité de 4 kilomètres de diamètre. Une précision chirurgicale à l’échelle du Système solaire.
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Vue de la comète « 67P/Tchourioumov-Guérassimenko », à partir d’images enregistrées par Rosetta en septembre 2014. La sonde se situait alors à 28 kilomètres de l’astre, après un périple de 6 milliards de kilomètres à travers le Système solaire.



Le chef d’orchestre de cette partition complexe ? Le Centre des opérations spatiales de l’ESA, à Darmstadt en Allemagne. Avec ses dizaines d’écrans bardés de chiffres, il ressemble à n’importe quel centre de contrôle au sol. De tels temples dédiés aux nombres, l’homme en a érigé dans tous les pays pour surveiller de multiples activités, essentielles à nos vies. À Wall Street, les traders grouillent telles des fourmis autour de moniteurs affichant les cours du pétrole et de la banane au Costa Rica. À Toulouse, ce sont les ingénieurs de Météo France qui tentent de lire l’avenir dans des litanies de chiffres…


À vous de compter ►

Les sept cars de Sète


Sept cars pleins aux deux tiers partent de Sète. À Troyes, un quart des passagers descend de chaque car. Peut-on mettre les trois quarts restants dans trois cars ?

Réponse : a) oui ; b) non.








À l’assaut de l’esprit humain

Leur efficacité n’est pas l’unique raison qui nous pousse à utiliser les nombres. Ils représentent tout simplement le moyen d’objectiver la réalité. Un ingénieur a dit un jour : « L’ingénierie est faite avec des nombres. L’analyse sans les nombres est seulement une opinion. » La confiance que nous plaçons dans les nombres est telle que nous mesurons avec eux des quantités comme l’intelligence, moins tangibles que les cours de la Bourse. Les tests de quotient intellectuel ont été créés dans le cadre de l’instruction obligatoire. En 1904, le ministère de l’Instruction publique chargea Alfred Binet (1857-1911) d’imaginer un outil pour identifier les enfants susceptibles de rencontrer des difficultés scolaires. L’échelle psychométrique que le psychologue construisit visait à un diagnostic rapide d’un éventuel retard mental en comparant les performances de l’enfant à celles typiques de sa classe d’âge.
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Alfred Binet, l’inventeur du quotient intellectuel (QI) comme moyen de détecter un éventuel retard mental.



À l’époque, les tests de QI n’étaient pas destinés à la sélection, mais au contraire à aider les enfants en difficulté. Binet lui-même notait d’ailleurs l’influence de la culture familiale sur les résultats des tests et, quand on lui demandait une définition de l’intelligence, il répondait non sans humour : « L’intelligence est ce que mesurent mes tests. » La notion de quotient intellectuel découle des études de Binet, mais a été fixée précisément par Wilhelm Stern (1871-1938) comme le rapport entre l’âge mental d’un enfant et son âge physique… d’où le terme de « quotient ». Un QI de 100 correspond donc à un enfant normal. Un enfant de QI 120 ayant dix ans a l’« âge mental » d’un jeune de 12 ans. Quelles compétences cognitives d’un enfant les tests de QI mesurent-ils ? Ses capacités langagières, son raisonnement dans des problèmes de géométrie élémentaire ou de logique, notamment.
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Exemple de test de QI actuel. Il s’agit de choisir la figure du dernier carré, qui complète les précédentes. Ce type de test privilégie les compétences logiques et mathématiques.



Jusqu’en 1939, le QI est resté cantonné à la mesure de l’âge mental des enfants. C’est David Wechsler (1896-1981) qui, le premier, mit au point un test dédié aux adultes. La définition donnée ci-dessus n’ayant aucun sens dans ce cadre (un adulte n’a pas d’« âge physique »), David Wechsler eut recours à un subterfuge. La répartition du QI des enfants suivant une courbe en cloche de moyenne 100 et d’écart-type 15 (voir la figure ci-après, où l’écart-type correspond en gros à une demi-largeur du pic central), il supposa qu’il en était de même pour les adultes et étalonna ses tests pour qu’il en soit effectivement ainsi ! Là aussi, un individu ayant un résultat de 100 se voyait gratifier d’une intelligence moyenne.

Les tests actuels dérivent de ceux de Wechsler.

À la différence de ceux imaginés par Binet, les tests de QI modernes sont plutôt destinés à détecter des personnes à haut potentiel intellectuel, ou du moins que l’on croit telles. Les enfants ou adultes qualifiés de hauts potentiels possèdent, selon un critère purement arbitraire, un QI supérieur à 130. Ils représentent 2 % de la population. Les enfants à haut potentiel s’ennuieraient davantage à l’école et développeraient en conséquence certains troubles du comportement, d’où l’intérêt de les identifier.

Il peut paraître étrange et faux de vouloir résumer une personne à un seul nombre, mais les psychologues justifient le bien-fondé du QI en arguant que toutes les compétences qu’ils mesurent sont en moyenne corrélées les unes aux autres, c’est-à-dire qu’une personne ayant une grande richesse de vocabulaire (richesse langagière) aura tendance à obtenir de bons scores dans les catégories de logique, par exemple. Même pour évaluer l’efficacité de l’esprit humain, les nombres conservent leur pertinence.
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Courbe en cloche de la répartition du QI dans la population. La moyenne est égale à 100 et l’écart-type à 15, ce qui signifie que 34 % des cas sont situés entre 100 et 115 (et symétriquement entre 85 et 100), et que 14 % des cas sont situés entre 70 et 85 (et symétriquement entre 115 et 130).






Le bonheur est dans le nombre

Le quotient intellectuel a été la première incursion des nombres dans le domaine de la psychologie. Depuis, cette approche a fait florès, si bien qu’aujourd’hui, rien ne paraît pouvoir arrêter l’inexorable incursion des nombres dans la sphère sociale, même si cela amène les chercheurs et les journalistes sur des terrains accidentés… À partir de quels revenus est-on riche ? Voilà l’exemple typique de question, propice aux discussions sans fin, à laquelle les chercheurs en sciences sociales ont tenté d’apporter une réponse construite et objective à l’aide des nombres. Comment ont-ils procédé ? En fixant des seuils. Par exemple, en France, certains économistes estiment qu’un ménage sans enfant est riche à partir de 4 000 € de revenu mensuel et 400 000 € de patrimoine. Pour parvenir à ce seuil, les chercheurs ont analysé la répartition des revenus dans la population, qui est aussi une courbe en cloche comme le QI, puis ont attribué le qualificatif de « riches » aux 8 % des personnes les plus fortunées.

Évidemment, ce choix est arbitraire et contestable. Faut-il comprendre qu’un euro seulement sépare le riche du non-riche ? Toutes les tentatives de définition de ce type se heurteront à cette absurdité. Mesurer la richesse individuelle est donc un exercice périlleux. Il semble plus simple pour un pays. On dispose alors d’un indice solide : le « produit intérieur brut », ou PIB. Il s’agit de la mesure du revenu provenant de la production dans un pays donné. Son calcul est donc purement comptable. En divisant le PIB par le nombre d’habitants, on obtient le PIB par habitant, que l’on emploie souvent comme une mesure du niveau de vie d’un pays.

Cet indice est critiqué par un grand nombre d’économistes, car il est exclusivement monétaire. Il n’intègre pas notamment le fait que, dans certains pays, on mange très bien pour quelques euros. Il ne tient pas compte non plus du travail bénévole, qui contribue pourtant au niveau de vie. Il ignore tout ce qui fait le sel de la vie, comme le formulait Robert Kennedy en mars 1968, alors qu’il était candidat à la présidence des États-Unis :



« Le PIB ne tient pas compte de la santé de nos enfants, de la qualité de leur instruction, ni de la gaieté de leurs jeux. Il ne mesure pas la beauté de notre poésie ou la solidité de nos mariages. Il ne songe pas à évaluer la qualité de nos débats politiques ou l’intégrité de nos représentants. Il ne prend pas en considération notre courage, notre sagesse ou notre culture. Il ne dit rien de notre sens de la compassion ou du dévouement envers notre pays. En un mot, le PIB mesure tout, sauf ce qui fait que la vie vaut la peine d’être vécue. »





Comme le sous-entend cet extrait, l’exercice de quantification devient vraiment délicat quand on veut mesurer le bonheur, et le résumer en un seul chiffre. Une telle évaluation est-elle possible ? C’est ce que veulent croire les dirigeants du Bhoutan, qui ont créé un indice ad hoc, le Bonheur national brut. Il repose sur quatre principes fondamentaux : croissance et développement économiques, conservation et promotion de la culture bhoutanaise, sauvegarde de l’environnement – à savoir utilisation durable des ressources – et bonne gouvernance responsable. Ces axes sont évalués à travers 72 mesures. Les résultats sont pour finir pondérés afin d’obtenir un seul nombre, aussi cet indice prête-t-il le flanc à la même critique que tous les systèmes de notation.

L’exercice est rendu encore plus difficile quand la population d’un pays est hétérogène. Le bonheur des uns fait parfois, hélas, le malheur des autres… Ainsi la culture bhoutanaise pousse-t-elle à l’exclusion de l’étranger, ce qui a généré un fort ostracisme, ces quarante dernières années, envers la communauté d’origine népalaise qui vit dans le pays. Pour éviter ce type de chausse-trappes, d’autres calculs du bonheur ont été proposés qui mélangent, avec une pondération compliquée, économie, environnement, santé physique, santé mentale, bien-être au travail, bien-être social et santé politique. Même si certains critères peuvent être évalués d’une manière qui semble objective en comptant le nombre de plaintes au travail, le nombre de divorces, la quantité d’antidépresseurs consommés, etc., on peut douter du bien-fondé de tels calculs. Vouloir résumer le bonheur en un seul nombre montre plutôt la fascination qu’exercent les nombres sur l’esprit de nos contemporains…


À vous de compter ►

Les triangles


Combien d’allumettes faut-il pour construire quatre triangles équilatéraux de côté une allumette ?

Réponse : a) 12 ; b) 9 ; c) 6.








La mathématique des émotions

La même critique peut être adressée aux mesures d’affinité psychologiques auxquelles se livrent certains sites de rencontres. Ces sites tombent dans l’excès à vouloir tout réduire à un nombre. Leur logique publicitaire est simple : « L’harmonie dans un couple est question d’affinités et cette entente est mesurable comme l’est 1 kilo de beurre. » Certes, mais comment la mesurer ? Cette estimation est faite au moyen de tests psychologiques, où les candidats à Cupidon doivent répondre par une note s’échelonnant généralement de 1 à 10. Le problème posé par ces tests est, en premier lieu, que l’étalonnement est laissé à la discrétion de chacun. Par ailleurs, ils sont fondés sur la déclaration de l’individu. Il est ainsi peu probable qu’une personne cherchant l’âme sœur fasse étalage de ses défauts et se déclare infidèle, orgueilleux, querelleur, jaloux, etc. En définitive, ces tests déclaratifs n’ont vraiment de valeur que pour les questions matérielles comme l’âge, le niveau d’études, la consommation de tabac ou d’alcool.

La publicité est un autre secteur où les nombres se livrent parfois à un abus de pouvoir. Les émotions jouent un rôle important dans les choix des personnes, par exemple pour déclencher un acte d’achat. La publicité l’a bien saisi, et c’est ainsi qu’un constructeur automobile n’a pas craint de recourir à ce slogan : « Soyez raisonnable, faites-vous plaisir. » Mais comment mesurer quelque chose d’aussi impalpable qu’une émotion ? La première et évidente solution consiste à effectuer des études marketing où les personnes interrogées évaluent elles-mêmes leur degré de plaisir ou de déplaisir, de gêne, d’enthousiasme, etc., en face de tel ou tel produit. Il est en outre possible de tenter de prendre des mesures du pouls des consommateurs, ou d’un autre paramètre physiologique, devant chaque situation, et ainsi de sonder de façon plus objective leur ressenti.


À vous de compter ►

La suite


16, 33, 45… Quel est le nombre suivant ?

Réponse : a) 74 ; b) 78.








La langue des chiffres

Dans un temps pas si lointain que cela, le latin constituait l’idiome roi. Dans les pièces de Molière, les médecins asseyaient leur prestige et leur pouvoir sur quelques mots vaguement, très vaguement, latins. À l’époque, cette langue déjà morte depuis longtemps était la marque des savants et des puissants. Tous l’ignoraient à des degrés divers, mais s’exprimer en latin conférait une certaine aura, et le peuple envoûté ne pouvait répondre à un argument s’il était énoncé dans cette langue. Le latin expliquait le monde, tout en étant incompréhensible, donc incontestable par le commun des mortels.

Dans notre monde occidental, la langue des chiffres a remplacé le latin. Même envoûtement sans compréhension ni possibilité de contestation. Si Molière vivait de nos jours, il s’amuserait sans doute de certains débats autour de pourcentages que nul ne semble suivre… tandis que personne n’ose le dire. Imaginons un homme politique affirmant à un débat télévisé : « Monsieur, vous avez augmenté les impôts de 20 %, nous les rétablirons en les baissant de 20 % ! » Son adversaire passera sans doute pour un extraterrestre s’il fait remarquer que cela ne correspond pas à un rétablissement mais finalement à une baisse. En effet, si on multiplie les impôts par 1,2, ce qui correspond à l’augmentation de 20 %, pour les multiplier ensuite par 0,8 (la baisse de 20 %), nous les avons finalement multipliés par 1,2 × 0,8, soit 0,96… soit une baisse finale de 4 %.

Dans un autre style, voici un discours a priori très convaincant :



« La part de la richesse produite détenue par les 1 % les plus riches est passée de 7 à 9 % entre 1982 et 2006. À l’inverse, les bas salaires ont, eux, stagné et, sur 25 ans, la hausse du SMIC net réel demeure bien inférieure à celle des gains de productivité moyens. »





À la première lecture, il semble très précis, tout est chiffré : 1 %, 7 à 9 %, etc. À la seconde lecture, on s’aperçoit que tout est flou. Par exemple, le rédacteur a mis en parallèle les 1 % les plus riches et les bas salaires. Ces plus riches sont-ils « les plus hauts salaires » ou « les plus grosses fortunes » ? Sur le fond, cela n’a guère d’importance, l’idée véhiculée est claire, mais que viennent faire ces chiffres dans l’affaire ? La réponse est la même que pour les médecins de Molière. Le rédacteur de ce texte a voulu s’auréoler du prestige d’une science qui lui semble étrangère. Nous voyons par cet exemple, que nous aimerions imaginaire, que les chiffres ont bien pris la place autrefois occupée par le latin…

Des exemples d’usage frauduleux des nombres, ou au mieux naïf, j’en entends presque toutes les semaines. J’imagine que c’est le prix à payer de la toute-puissance de ce drôle de concept, né il y a 4 500 ans sur les rives de l’Euphrate et du Tigre. C’est aussi cela, le génie des nombres : faire perdre la tête aux hommes.


À vous de compter ►

Trois fois cinq font deux


On dispose de trois 5 et des quatre opérations. Peut-on obtenir 2 comme résultat ?

Réponse : a) oui ; b) non.













Chapitre 2

La naissance des nombres


Comment l’aventure humaine des nombres a-t-elle commencé ? Sont-ils apparus à l’aube de l’humanité ? Ont-ils fait partie de notre kit de survie de chasseur-cueilleur, rangés aux côtés du silex et du feu ? Je crains, hélas, que cette amorce de l’histoire ne nous soit à jamais inaccessible, mais, grâce aux études en éthologie, nous avons tout de même une certitude : la notion de nombre préexistait à la lignée humaine. Les preuves se sont accumulées de l’extraordinaire faculté de certains animaux à manipuler des nombres.

Dans son livre Le Nombre, langage de la science, paru en 1930 dans sa version anglaise, le mathématicien américain Tobias Dantzig (1884-1956) rapporte, par exemple, une étonnante histoire de corbeau sachant compter. Un châtelain avait résolu de tuer un corbeau qui avait fait son nid dans la tour de guet de sa demeure. À plusieurs reprises, il avait essayé de surprendre l’oiseau, mais, à chaque fois, le corbeau quittait son nid, se postait sur un arbre voisin et revenait quand l’homme avait quitté la tour. De guerre lasse, le châtelain eut recours à une ruse : il fit entrer deux hommes dans la tour. L’un devait sortir, tandis que l’autre avait pour mission d’abattre l’oiseau. L’oiseau ne s’y trompa pas : il attendait pour revenir que le second fût parti à son tour ! Les jours suivants, on recommença l’expérience avec deux, trois, quatre hommes, toujours sans succès. Finalement, avec cinq hommes, le corbeau perdit le compte et regagna son nid, ce qui lui coûta la vie…

Pour prendre un exemple plus récent, une équipe de biologistes de l’université de Washington a démontré en 2005 que la mésange à tête noire codait dans son chant la présence et la dangerosité d’un prédateur. Comme beaucoup d’animaux, les mésanges s’avertissent mutuellement de l’irruption d’un ennemi, tel un faucon, dans leur périmètre. Elles produisent alors un cri d’alarme possédant un motif sonore qui se répète. Or les biologistes ont montré que la quantité de répétitions reflète le niveau de danger du prédateur. Observé aussi chez les primates ou encore les dauphins, l’instinct du nombre semble ubiquitaire dans le monde animal.

Pourquoi le corbeau de Tobias Dantzig avait-il séché à partir de cinq ? Peut-être y a-t-il une raison fondamentale à cette limitation, une raison qui franchirait la barrière des espèces ? En effet, ce seuil correspond à notre propre capacité humaine instinctive. Examinez cette suite de bâtons : I, II, III, IIII, IIIII, IIIIII. Jusqu’à quatre, vous devez pouvoir en donner le nombre sans compter. Au-delà, vous êtes normalement obligé de les subdiviser en plusieurs parties pour trouver le total.

Il m’est arrivé de participer au dépouillement le soir d’élections. Souvent les scrutateurs décomptaient les voix en ajoutant un bâton près du nom du candidat. Arrivés à quatre, ils barraient les quatre tiges pour signifier cinq. Ils pouvaient aussi dessiner progressivement un carré puis une de ses diagonales. La quantité cinq a l’air de nous rendre sacrément service quand il s’agit de compter. Notez que l’armée française, elle, arbore ses galons d’officiers en les groupant par trois : I, II, III, III I et III II.
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Décomptes tels qu’ils sont souvent pratiqués les soirs d’élection : les quatre premiers nombres sont représentés par des bâtons verticaux ou disposés en carré, le cinquième clôt ce premier groupe. En bas, galons des officiers dans l’armée française.



Cette limite de notre perception naturelle pourrait être à l’origine des règles grammaticales du grec ancien, où les nombres se déclinaient jusqu’à quatre, mais étaient ensuite invariables, comme s’ils changeaient alors de nature. Certaines langues ne permettent pas d’aller au-delà de cinq. Les Indiens topinamboux (ou tupinambas) vivent aujourd’hui à l’état de relique dans la forêt amazonienne. Quand le pasteur Jean de Léry partit les évangéliser au XVIIe siècle, il raconta (dans un ouvrage intitulé Histoire d’un voyage faict en la terre du Brésil) que, pour évoquer des quantités avec ce peuple, « on leur pourra nombrer en paroles jusques au nombre de cinq […] mais s’ils ont passé le nombre de cinq, il faut que tu monstres par tes doigts ». Dit autrement, les Topinamboux n’avaient tout simplement pas de terme pour désigner des nombres dépassant cinq.
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Famille tupinamba, gravure extraite de l’Histoire d’un voyage faict en la terre du Bresil de Jean de Léry. « On leur pourra nombrer par paroles jusques au nombre de cinq, en les nommant ainsi : Augé-pé 1, mocouein 2, mossaput 3, oioicoudic 4, ecoinbo 5, Si tu en as deux, tu n’as que faire d’en nommer quatre ou cinq. Il te suffira de dire mocouein de trois et quatre. Semblablement s’il y en a quatre tu diras oioicoudic. Et ainsi des autres : mais s’ils ont passé le nombre de cinq, il faut que tu monstres par tes doigts et par les doigts de ceux qui sont aupres de toy, pour accomplir le nombre que tu leur voudras donner à entendre, et de toute autre chose semblablement. Car ils n’ont autre maniere de conter. »




Le bâton des victoires

Un hominidé comptant sur ses doigts, au milieu de la savane : l’événement a probablement constitué l’acte de naissance de la grande aventure des nombres. J’en profite pour glisser qu’utiliser ses mains ne restreint pas du tout le décompte à 5 ou 10. En comptant non pas les doigts, mais les phalanges, on peut aller bien au-delà. Avec 3 phalanges à chaque doigt (en comptant le premier métacarpien comme une phalange, dans le cas du pouce), il est possible d’atteindre 15 avec une main et 30 avec deux.

De telles méthodes de comptage peuvent être largement raffinées à l’aide de combinaisons des deux mains. Peut-être d’ailleurs faut-il y voir l’origine de l’usage de la base 60, qui a été celle des Babyloniens et sur laquelle nous reviendrons. Pour ce faire, il suffit d’utiliser les doigts d’une main (la gauche par exemple) pour indiquer le nombre de douzaines et ceux de l’autre main pour les nombres de 1 à 12. Grâce à une logique multiplicative, coder avec ses doigts le nombre 60 est aisé.
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Les nombres de 1 à 5 ou de 1 à 12 sur les doigts d’une seule main (à gauche). Les mains (à droite) désignent : 2 × 12 + 8 = 32, 2 pour l’index gauche, et 8 pour la phalange médiane du majeur de droite.



Malgré la richesse de pareilles méthodes, à un moment donné, nos lointains ancêtres se sont nécessairement heurtés aux limites de notre corps et, mus par diverses raisons, ont dû chercher à étendre leur capacité de comptage. Comment ont-ils procédé ? Les plus anciennes traces archéologiques accessibles allant dans ce sens sont ce qui semble être des bâtons de comptage. Vers 35 000 ans avant notre ère apparaissent, en effet, des os sur lesquels des hommes ont pratiqué des entailles.

Quel objectif poursuivaient-ils ? Que cherchaient-ils à compter ? Des proies tuées ? Des membres de leur clan ? Il est permis de penser que ces stries constituaient des marques de victoires, autrement dit le propriétaire du bâton y dressait le macabre bilan de ses ennemis tués. Pendant la Seconde Guerre mondiale, les aviateurs faisaient bien apposer sur le fuselage de leur appareil autant de drapeaux ennemis que d’avions abattus.

Quoi qu’il en soit, la découverte de ces os laisse penser que l’invention des nombres est le fait d’Homo sapiens, l’espèce dont nous faisons partie et qui était le seul hominidé vivant à cette époque. En Europe, Néandertal venait en effet de rendre son dernier souffle. Avait-il connu les nombres ? Aucun vestige archéologique ne l’indique à ce jour.

Face au sens à donner à ces stries, je suis toutefois obligé de faire mon rabat-joie. Un témoignage préhistorique est toujours délicat à interpréter, comme le montrent les dessins de la grotte de Lascaux, datés de 15 000 ans avant notre ère environ. On y voit des animaux entourés de symboles ressemblant à des peignes, à des bâtons de comptage stylisés. Les artistes préhistoriques procédaient-ils pour autant à une énumération d’objets ou de choses immatérielles ? C’est loin d’être avéré. Prudence, donc.
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Un cheval à Lascaux. Comment interpréter le symbole dessiné au-dessus de la nuque du cheval ? Un instrument pour le mettre à mort ? Un compte ? Le symbole d’un chasseur ? Difficile d’être affirmatif…



Même si on admet que les marques sur les os servaient à compter, savoir ce que les Sapiens comptaient relèvera à jamais de la gageure. Dans L’Afrique compte !, Claudia Zaslavsky (une professeure de mathématiques qui s’est intéressée à l’histoire de sa discipline en Afrique) rapporte une pratique surprenante, adoptée par les femmes chaggas, qui vivent sur les pentes du Kilimandjaro. Victimes de violences domestiques, ces femmes ont une étrange façon de décider quand la coupe est pleine :



« La femme chagga, qui dénoue des nœuds en attendant le retour de son mari, garde mémoire du nombre de coups qu’il lui donne en entaillant la cuillère qu’elle utilise pour faire la cuisine. Quand il n’y a plus de place sur la cuillère, elle estime qu’il est temps de demander le divorce. »





Si une telle louche traversait les siècles et jaillissait du sol, exhumée par des archéologues, bien malin celui qui devinerait le sens véritable des entailles. Un autre exemple historique d’étonnant comptage nous est donné par les femmes incas du XIVe siècle. Elles utilisaient des nœuds sur une cordelette pour mesurer le temps. Quand leurs maris partaient, elles faisaient un nombre de nœuds correspondant au nombre de jours d’absence, puis en dénouaient un chaque matin. Au dernier nœud, elles savaient que leur mari devait rentrer dans la journée !




Les mystères de l’os d’Ishango

Conservons un regard critique face aux découvertes archéologiques, voilà l’enseignement de ces deux coutumes. Je n’ai pas réussi à vous convaincre ? Je vous propose un ultime exemple, aussi éclairant et qu’amusant. Dans les années 1950 à Ishango, dans l’ancien Congo belge (l’actuel territoire de la République démocratique du Congo et, un temps, le Zaïre) a été découvert un os strié qui se trouve aujourd’hui exposé au Musée royal de l’Afrique centrale de Tervuren, dans la périphérie de Bruxelles. Une réplique géante de 7 mètres de haut a de plus été érigée verticalement, tel un symbole phallique, en centre-ville. Cet os a été daté de 20 000 ans avant notre ère : ce n’est donc pas le plus ancien artefact de ce type connu, mais le nombre de ses entailles permet de formuler bien des hypothèses sur son usage.

Ces stries sont disposées selon plusieurs colonnes. On y reconnaît des dispositions particulières. Par exemple, on peut y trouver le nombre 60 qui, depuis les Mésopotamiens, est lié à l’astronomie, mais aussi des nombres premiers comme 11, 13, 17 et 19, et d’autres motifs encore.
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Détail d’une des colonnes de l’os d’Ishango. Personnellement, j’y distingue cinq groupes de stries : 5, 14, 17, 13, 11. Certains y voient plutôt quatre groupes et une liste de nombres : 19, 17, 13, 11… qui sont tous les nombres premiers compris entre 10 et 20.



Certains en ont déduit que l’os d’Ishango était un calendrier lunaire, car 60 correspond presque au nombre de jours de deux lunaisons, qui est égal à 59. La somme des nombres de deux colonnes se retrouvant parfois ailleurs, on serait tenté d’y voir l’ancêtre de la calculatrice. Une autre hypothèse proposée est qu’il s’agirait d’un jeu mathématique qu’aurait pratiqué l’homme d’Ishango pour se divertir entre deux parties de chasse. En fait, la multiplicité des hypothèses nous rappelle une règle que nous croiserons plusieurs fois dans cet ouvrage : plus vous considérez de nombres, plus vous avez de chances d’y dénicher des relations entre eux. Simple question de probabilité !

Un esprit taquin, au fait de l’habitude des femmes chaggas discutée plus haut, pourrait ajouter à toutes ces hypothèses une dernière conjecture : et si, au temps de la préhistoire, les femmes étaient déjà battues par leur compagnon et qu’elles comptaient ainsi le nombre de coups reçus ? Pourquoi pas ? Cette hypothèse (pour le moins hardie !) présenterait l’avantage de rattacher les stries de l’os d’Ishango à une réalité sensiblement locale. Toutes les autres ne se rapportent en effet à aucune tradition connue dans la région, passée ou présente. Alors, l’os d’Ishango, incarnation antique de la violence conjugale ou simple moyen de compter le gibier abattu ? Mystère…




L’invention des bergers

À partir de quelle date peut-on affirmer avec certitude que nous nous sommes mis à compter ? Et à quand remontent les traces archéologiques indubitables de ce palier dans l’évolution humaine ? Eh bien, à une époque relativement récente, puisque la plus ancienne date de 1 500 ans avant notre ère. Il s’agit d’une bourse en argile découverte par Adolph Leo Oppenheim (1904-1974), dans les fouilles du palais de Nuzi en Mésopotamie. Cette bourse est recouverte de deux sceaux, dont l’un a été identifié comme celui d’un berger, l’autre étant celui du propriétaire d’un troupeau. Sur la face externe, on trouve également la description d’un troupeau de 48 animaux en écriture cunéiforme (une écriture en forme de clous). Quand Oppenheim l’a ouverte, la bourse contenait exactement 48 cailloux.

Ces cailloux étaient manifestement la preuve de l’effectif du troupeau confié au berger. À son retour, il suffisait de briser la bourse pour vérifier que le compte était bon. Autrement dit, il s’agissait d’un reçu donné par le berger au propriétaire pour prouver combien d’animaux il avait pris sous sa charge. De façon amusante, le vocabulaire a conservé la trace de ce premier moyen de compter. Le mot « caillou » vient du latin calculus, qui a donné « calcul », une étymologie qu’on retrouve en médecine dans les calculs rénaux.

Voilà pour la preuve irréfutable, mais il est facile d’imaginer que l’usage de cailloux pour dénombrer un troupeau est bien antérieur à la maîtrise de l’argile. Imaginez une bergère descendant la colline en prenant de l’avance sur son troupeau. Elle court, puis monte sur un rocher où elle retrouve les cailloux déposés le matin même. Son chien fait défiler les moutons à ses pieds. À chaque passage, la bergère enlève un caillou. Quand le dernier mouton est passé, trois restent sur le sol. Elle regarde vers le sommet. Pas trace de moutons. Elle s’écrie aussitôt : « Chien ! Il manque trois moutons ! Va les chercher ! » Pour les bergers, les cailloux matérialisant les nombres devaient être une sorte de pense-bête.
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Bourse mésopotamienne en argile contenant 48 cailloux, preuve de la transmission de 48 animaux au berger.






Avant l’impôt, la taille

Aussi incroyable que cela paraisse, le recours à des objets pour compter s’est poursuivi tout au long de l’Histoire, même après l’invention des chiffres. Au Kirghizistan (entre le Kazakhstan et la Chine), il existe un site dont le nom fait directement référence à un épisode guerrier : des cailloux y ont été employés pour estimer le nombre de soldats tombés au combat. Ce site est un col portant le nom de San-Tash, qui signifie « pierres décomptées ». Avant de partir en campagne, le chef Tamerlan y aligna son armée et ordonna à chaque guerrier de s’emparer d’une pierre, puis de la jeter en un point précis de la vallée. Au retour du combat, les survivants durent se plier au même exercice. On compara les deux tas : le second était beaucoup plus petit que le premier ; les pertes avaient été majeures.
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Au nord-est du lac Issyk-Koul, au Kirghizistan, se dresse le complexe funéraire de San-Tash. Selon la légende, chaque caillou représenterait un soldat de Tamerlan qui ne serait pas revenu du combat.



Quant aux bâtons de comptage nés au cours de la préhistoire, ils étaient encore usités au Moyen-Âge pour prouver des transactions. Leur usage a même perduré jusqu’au début du xxe siècle, puisque Jean Giono (1895-1970) en fait état dans La Femme du boulanger, quand le boulanger du village risque de fermer boutique. La « taille de bois » citée ici n’est autre qu’un bâton de comptage revisité :



« Le souci de César, c’était le pain. Un village sans pain, qu’est-ce que c’est ? […] chez qui avoir son compte de pain, sa taille de bois où l’on payait les kilos d’un simple cran au couteau ? »





En effet, ce texte illustre la coutume ancestrale du bâton de taille : un acheteur et un vendeur notaient la quantité achetée par des entailles au couteau, ménagées dans le sens de la largeur d’une planchette, puis partageaient cette dernière en deux dans le sens de la longueur, chacun en conservant une moitié. Cette technique permettait au client comme au fournisseur de s’assurer de l’exactitude de la livraison et de la dette. La taille, à proprement parler, est la partie qui demeure chez le commerçant, tandis que celle que garde l’acheteur est la contre-taille, ou échantillon.

Même si cela peut surprendre, cette taille fait toujours preuve devant les tribunaux français, d’après l’article 1333 du Code civil. En jargon juridique, en voilà la traduction : 



« Les tailles corrélatives à leurs échantillons font foi entre les personnes qui sont dans l’usage de constater ainsi les fournitures qu’elles font ou reçoivent en détail. »





Autrefois, l’impôt à payer était communiqué par le fisc via un bâton de taille, d’où le nom de cet impôt ancien. La taille étant souvent attribuée sans véritable justification, elle a fini par devenir très impopulaire. Ce rejet par la population a forgé l’expression courante « taillable et corvéable à merci » – signe que nous avons toujours un pied au Moyen-Âge, en somme…

À bien y réfléchir, il existe un instrument de comptage qui tient dans la main et qui est employé par nombre de nos contemporains. Vous ne trouvez pas ? Un indice : les fidèles sortant d’une église l’ont parfois dans la poche. Je songe au chapelet, utilisé pour compter les prières par les hindous, les bouddhistes, les chrétiens et les musulmans. Il fut inventé en Inde, cinq siècles avant notre ère. Le chapelet hindouiste actuel et son dérivé bouddhiste comportent ainsi 108 perles.

Pourquoi 108 ? Les explications varient, en se complétant peut-être. Ce serait le nombre de faiblesses (orgueil, haine, attachement, désir, etc.) auxquelles il faut échapper pour accéder au Nirvana. De même, Bouddha a 108 noms et a traversé 108 épreuves. Dans l’hindouisme, Vishnou et Shiva ont également 108 noms. Le chapelet hindou est uniforme : les 108 perles sont placées les unes contre les autres de façon contiguë. Quant au chapelet chrétien orthodoxe, il arbore 100 ou 300 perles. Moins généreux, le chapelet chrétien catholique compte normalement 5 séries de 10 perles séparées par des perles différentes, plus un appendice de 5 perles terminé par une croix.
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Un chapelet catholique. Le groupe de trois perles et ceux de dix correspondent à des Ave Maria, les perles intermédiaires à des Pater Noster, la croix au Credo.



On ne s’étonnera pas d’apprendre qu’il n’existe pas de chapelet chrétien protestant. Cette religion, qui se méfie des symboles matériels, exclut statues, reliquaires et autres objets de culte qu’elle associe plus ou moins à des gris-gris. Enfin, bouclons cette intrusion dans le domaine de la foi et des nombres avec le chapelet musulman. Il comporte normalement 99 perles, mais les Turcs se contentent souvent de 33 perles, chacune comptant alors trois fois. Il permet de répéter 33 fois chacune des prières : « Dieu est splendeur », « Grâce à Dieu » et « Dieu est le plus grand. »




Amorce de crise

Tous les systèmes de comptage que nous venons de voir sont extrêmement rustiques. Néanmoins – et je suis sûr que vous aurez peine à me croire –, du point de vue des mathématiques modernes, ils portent en germe une future crise. Accordez-moi un instant pour m’expliquer. Tous les cas que nous venons de décrire ont un point commun : la mise en correspondance d’objets. La bergère met en relation des cailloux avec ses moutons, d’autres des pains avec des entailles, d’autres encore des perles avec des prières. Dans chaque cas, le résultat au regard des mathématiques est le même : on obtient deux ensembles ayant le même nombre d’éléments. On ne définit pas ainsi le nombre en lui-même, mais la propriété « avoir le même nombre », ce qui revient presque au même.

Cette notion indépendante de l’ordre est appelée « nombre cardinal » – ce qui n’a rien à voir avec les prélats de l’Église catholique, sauf l’idée d’importance supposée. Ce concept tout simple est relativement récent, puisqu’il est dû à Georg Cantor (1845-1918). Je vais m’adosser à la figure qui suit pour mieux vous éclairer. Compter cinq moutons revient à les numéroter mentalement de 1 à 5, c’est-à-dire à leur attribuer un numéro. De façon pédante, vu la simplicité de la situation, nous disons que la correspondance matérialisée par les flèches de la figure mise en correspondance est biunivoque. Cela signifie que, de chaque côté de la flèche, nous trouvons un et un seul élément de chaque ensemble.
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Mise en correspondance biunivoque des nombres de 1 à 5 et d’un ensemble de dessins de moutons.



Cette opération, qui ne paye pas de mine, est en fait à la base de tout système de comptage. Cantor la généralisa aux ensembles infinis, ce qui fut à l’origine d’une profonde crise des mathématiques. Nous reviendrons sur la question, mais on comprendra pourquoi, ainsi, il existe autant de nombres pairs que de nombres en général, puisque ces deux ensembles peuvent être mis en correspondance biunivoque de la façon suivante : 1 ↔ 2, 2 ↔ 4, 3 ↔ 6, etc., où à gauche de la flèche nous avons disposé un nombre et à droite, son double. De la sorte, le tout est égal à la partie – ce qui, a priori, contredit le neuvième axiome d’Euclide : « Le tout est plus grand que la partie. » De tels paradoxes expliquent pourquoi les mathématiciens grecs évitaient la notion d’infini, mais j’y reviendrai.

À travers cette digression moderne, j’espère vous avoir fait percevoir que la notion de nombre, même si les hommes préhistoriques s’en fichaient royalement et à raison, est plus subtile qu’il n’y paraît. Je vais tirer sur ce fil encore un paragraphe, parce que j’aime bien le léger vertige que procure ce genre de réflexion. J’ai toujours constaté avec émotion qu’en mathématiques, les choses les plus anodines donnent parfois à voir tout un pan de la discipline sous un nouvel angle.

Euclide (325-265 avant notre ère), toujours lui, définissait la notion de nombre à partir de celle d’unité. Pour lui, un nombre est « un assemblage composé d’unités ». En langage plus moderne, on dirait qu’un nombre est x fois une unité, ce qui semble raisonnable. Autrement dit, les nombres sont définis l’un après l’autre, en ajoutant une unité à chaque fois. Il s’agit du processus classique d’énumération, comme quand on compte sur ses doigts : un, deux, trois, quatre, cinq, etc. (les nombres ainsi définis seront plus tard appelés ordinaux, car cette façon de les définir est liée à la notion d’ordre).

En adoptant cette définition, Euclide ne pousse pas l’analyse mathématique aussi loin que le fera Cantor des siècles plus tard, mais il reconnaît simplement notre aptitude à voir ce qui est « un ». « L’unité est ce selon quoi chacune des choses existantes est dite une », précisait-il. Malgré ce qu’il en pensait, la définition de l’unité est dans certaines situations loin d’être évidente. En voici une preuve par l’image !


[image: image]

Combien de sommets sur cette photographie ? Pour le dire, encore faut-il distinguer entre un sommet et une antécime…



Ce que vous contemplez est un panorama sur les montagnes d’Écosse. En 1891, Sir Hugh Munro dénombra 283 sommets de plus de 3 000 pieds dans le pays. Il repéra également 255 sommets subsidiaires, trop proches des sommets principaux pour être individualisés, soit 538 pics au total. Ce décompte est aujourd’hui crucial pour nombre d’alpinistes britanniques. Les gravir tous est l’accomplissement d’une carrière. En manquer un seul vous exclut de l’univers des Munroistes ! Or le nombre de munros (le terme est passé dans le langage courant et désigne n’importe laquelle des cimes) varie avec le temps. On compte aujourd’hui un sommet principal de plus et 28 subsidiaires de moins. N’est-ce pas étrange ?
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Combien de nœuds comptez-vous dans cette surface développable gravée par Patrice Jeener ? Cela vaut bien les sommets chers à Sir Hugh Munro !



Bien sûr, ces différences s’expliquent par les définitions adoptées, et non par des soulèvements ou des effondrements telluriques. La question montre malgré tout que le « un » est à la base de tout compte. Les nombres commencent quand l’individualité, et donc l’unité, sont reconnues. Quand peut-on affirmer que deux sommets sont distincts ? Une antécime (une cime collée à un plus haut sommet) à 3 500 pieds doit-elle être comptée distinctement d’un sommet à 4 000 ? La question n’est pas anodine et aurait sans doute tarabusté Euclide.









Chapitre 3

L’écriture des nombres : des Mésopotamiens aux Mayas


Combien l’Univers contient-il d’étoiles ? Grâce aux télescopes, nous savons aujourd’hui que la Voie lactée (notre galaxie, qui forme ce somptueux voile sur la voûte céleste) renferme entre 200 et 400 milliards d’étoiles et que l’Univers observable est composé de quelques centaines de milliards de galaxies. Il y aurait en tout donc dans les 1023 étoiles dans le Cosmos (en tout cas, dans la partie qui nous est accessible) ! C’est un chiffre colossal, que j’ai moi-même du mal à appréhender, en toute franchise. Mais notre système de notation me permet de l’écrire !

S’il vous arrive, les soirs d’été, de contempler la Voie lactée et de vous abandonner à l’ivresse de l’infini, une autre question vous a certainement déjà effleuré : quel est le meilleur endroit sur Terre pour observer les étoiles ? Des chercheurs chinois viennent d’apporter une réponse tout ce qu’il y a de plus scientifique : le ciel le plus pur se trouve en Antarctique, au-dessus d’un relief nommé Dôme A (c’est le plus haut dôme de glace du plateau polaire). Divers facteurs, comme une atmosphère exceptionnellement stable et de longues périodes d’obscurité continue, se combinent pour faire du lieu l’Ibiza de l’astronomie.
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Étoiles et aurore colorent le ciel au-dessus de l’Antarctique, sur cette photo prise depuis la Station spatiale internationale.



Dans leur article, les chercheurs ne précisent pas combien d’étoiles il est possible de voir à l’œil nu, planté au sommet de Dôme A. Sans doute plusieurs milliers. Aux temps préhistoriques, les hommes ont dû s’interroger eux aussi sur le ciel. Peut-être même prenaient-ils le soin d’éteindre les braises du feu pour mieux l’observer. Il n’y a pas de raison de penser qu’ils ne partageaient pas notre curiosité. Ont-ils eux aussi essayé de dénombrer les étoiles ? Et si cela avait stimulé leur envie et leur besoin de savoir compter et écrire des grands nombres ?


Un dieu pour un million

Savoir compter les moutons était une chose, évaluer la surface d’un terrain soumis à l’impôt ou le poids d’un sac de blé en était une autre. Être capable d’écrire des grands nombres est rapidement devenu une nécessité pour les premières civilisations. Le système de notation des nombres le plus ancien que nous connaissons est égyptien. Il date environ de 3 000 ans avant notre ère. Les Égyptiens écrivaient les nombres de 1 à 9 avec des bâtons et chaque puissance de dix avec un hiéroglyphe. Un million se dessinait, par exemple, avec un dieu portant le monde (1 000 000) :
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Dans l’ordre, un bâton (1), un fer à cheval (10), un papyrus (100), une fleur de lotus (1 000), un doigt montrant les étoiles (10 000), un têtard (100 000) et Dieu portant le monde (1 000 000). Les trois derniers symboles représentent manifestement de grandes quantités.  



Pour rendre compacte l’écriture des nombres, les Égyptiens la décomposaient sur deux lignes. Voici comment s’écrivait 1637 :
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Ce système avait l’avantage de permettre des nombres élevés (mais pas autant que le nombre d’étoiles dans l’Univers : il aurait fallu pour cela que les Égyptiens inventent les symboles servant à noter toutes les puissances de 10 jusqu’à 1023). D’autre part, la notation était purement additive, c’est-à-dire qu’elle ne tenait pas compte de la position. Ainsi, 23 pouvait s’écrire dans un sens comme dans l’autre :



  
    [image: image]

Les bâtons désignant les unités, ou les autres signes, étaient alignés jusqu’à 4 puis groupés de façon à ne jamais dépasser ce nombre. Cette disposition doit sans doute être mise en rapport à notre limite naturelle à visualiser les nombres (voir le chapitre précédent). Nous voyons directement les nombres de 1 à 4, mais nous devons les subdiviser en groupes d’au plus 4 pour les compter. Voici comment les Égyptiens arrangeaient les I pour former les nombres de 1 à 9 :
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À vous de compter ►

Le nombre égyptien


On a découvert une stèle égyptienne contenant le nombre :
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Que vaut-il ?

Réponse : a) 35 121 ; b) 350 121 ; c) 3 050 121.





Le système égyptien a perduré jusqu’à l’abandon des hiéroglyphes. L’inflation de symboles, dès qu’on tentait d’écrire des grands nombres, a également contribué au changement. L’élément fautif, c’est le principe additif, l’idée qu’il faille à chaque fois représenter le nombre total d’unités, de dizaines, de centaines… Une astreinte qui surcharge le dessin.

Les Romains eurent le même problème. À la base, leur système est relativement simple. Ils possédaient sept symboles, quatre pour les unités : I, X, C et M, qui valaient respectivement 1, 10, 100 et 1 000. Et trois symboles pour les demi-unités : V, L et D qui représentaient 5, 50 et 500. Le principe de base pour composer ces chiffres est l’addition. Ainsi, deux s’écrit II, trois III et quatre peut s’écrire IIII. Quatre pouvait aussi s’écrire IV. Placer une unité devant l’unité ou la demi-unité d’ordre supérieur permettait d’éviter de juxtaposer quatre unités du même ordre. Ainsi, 2021 s’écrit simplement MMXXI, mais 1948 MCMXLVIII, ce qui réclame une certaine gymnastique intellectuelle pour être décrypté ! Avec ces règles, il était impossible d’aller au-delà de 4999, qui s’écrivait MMMMCMXCIX. Même si les Romains pouvaient en réalité dépasser ce nombre, leur système de notation faisait un peu brouillon, parce qu’eux aussi employaient un système additif.


À vous de compter ►

La multiplication romaine


Que vaut XLIX multiplié par LXI ?

Réponse : a) MMDCCCXXIX ; b) MMCMLXXXIX.








Une première astuce : un soupçon de multiplicatif

Comment simplifier l’écriture des nombres ? La plus économe est le système positionnel. C’est celui que nous pratiquons aujourd’hui. Quand nous écrivons 1637, il y a deux choses que nous prenons pour acquises. D’une part, le rang de chaque chiffre indique s’il s’agit de milliers, de centaines, de dizaines ou d’unités. D’autre part, les chiffres jouent le rôle de multiplicateurs : ils précisent combien de milliers, de centaines et d’unités il faudra additionner pour obtenir le nombre final. Rappelez-vous comment les Égyptiens écrivaient les grands nombres, par exemple 1 637. C’est quand même assez fastidieux, quand on y pense, comparé à notre écriture :
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Le chemin vers la modernité ne s’est pas dessiné en un jour. Il a même fallu passer par des systèmes hybrides ! Environ 1 500 ans avant notre ère, en Chine, a vu le jour un mode de notation qui introduisait un soupçon de multiplicatif. Dans ce système, les nombres de 1 à 4 font étrangement apparaître une logique additive, qui disparaît ensuite au profit de signes du type de ceux usités de nos jours, c’est-à-dire sans lien graphique direct avec une idée concrète. Voici les chiffres de 1 à 9, plus le 10 :
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De 1 à 4, les Chinois antiques ajoutaient simplement des barres horizontales ; de 5 à 9, les signes n’ont pas de liens avec une réalité concrète (comme les nôtres). Pour 10, nous retrouvons une barre, mais verticale cette fois.



Le système multiplicatif ne se met en place que pour les dizaines et de façon plus claire pour les centaines et les milliers. Pour les dizaines, le système est d’abord additif, puisqu’on aligne des barres verticales, qui chacune signifie 10. Il devient ensuite multiplicatif : pour signifier 50, on surmonte le symbole de 5 de celui de 10, ce qui donne 5 × 10.
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De 20 à 40, nous retrouvons un système additif avec des barres verticales. Ensuite, les symboles de 5 à 9 sont surmontés d’une barre verticale, sauf pour le 7, où elle est inclinée pour rester lisible. C’est un système multiplicatif, puisque 5, 6, 7, 8 et 9 sont multipliés par 10.



Le système devient plus clair avec les centaines, puis les milliers, où un même symbole est surmonté du chiffre des unités correspondant :
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Les symboles des centaines et des milliers, de 100 à 900 puis de 1 000 à 9 000.



À partir de là, le système est strictement additif. Voici par exemple comment s’écrivait 1637 :
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Quelques siècles avant notre ère, les Chinois inventèrent un système multiplicatif plus complet, où la position prend une importance. Ce système était lié à l’usage d’un abaque, une table qui servait à réaliser des additions de nombres. Pour incarner les chiffres sur leurs abaques, les Chinois recouraient à des baguettes, qu’ils disposaient selon des colonnes représentant les unités, dizaines, centaines… Cela leur donna l’idée d’écrire sur le papier les nombres à l’aide uniquement de bâtons. Ils employaient deux notations, qu’ils alternaient pour éviter les confusions entre unités, dizaines, centaines, etc. :
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Ainsi 1 637 s’écrivait : 
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Les cases vides étaient figurées par un simple espace, ce qui laissait malgré tout la possibilité de confusions entre des nombres comme 2 001 et 21 :
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À vous de compter ►

Le nombre chinois


On a découvert un document chinois contenant le nombre :
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Que vaut-il ?

Réponse : a) 122 ; b) 1 202 ; c) 12 002.








Soixante doigts ?

Bien avant d’inventer le zéro de position, les Mésopotamiens cultivaient déjà l’originalité. Ils avaient mis au point une façon bien à eux de compter : ils recouraient à une base 60. La base est une notion capitale pour compter. Elle correspond au nombre d’unités que vous devez égrener avant de passer à l’« étage supérieur » du mode de comptage. C’est vraiment la fondation de tout système de numération (d’où son nom), et elle conditionne ses forces comme ses faiblesses. Vous et moi calculons dans une base 10, comme les Égyptiens de l’Antiquité, d’ailleurs.

L’usage de la quantité 10 pour la base ne coulait visiblement pas de source au départ, si l’on se réfère à la tradition mésopotamienne. Alors que le système de base 10 nous semble évident et celui de base 20 (qui deviendra plus tard la norme dans l’Amérique précolombienne) relativement naturel à la réflexion, puisque nous avons 10 doigts, voire 20 si nous comptons aussi ceux de nos pieds, le système mésopotamien était de base 60… Déjà utilisé vers 4 000 ans avant notre ère, il a perduré jusqu’à nos jours. C’est lui que nous privilégions pour noter les heures et les angles. Un héritage direct de la lointaine Mésopotamie…

Pour être tout à fait exact, Babylone mélangeait les systèmes de numération. Les chiffres de 1 à 59 étaient ainsi écrits dans un système additif de base 10 ! Un clou valait une unité et un chevron, une dizaine. Voici les nombres de 1 à 9 :


[image: image]



On ajoute alors les chevrons devant, pour obtenir les nombres de 10 à 59 :
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Nous retrouvons ici le principe déjà évoqué de décomposition en groupes de quatre, maximum. Dans ce système, les nombres 1 637 et 5 002 s’écrivent :
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En base 60, 1 637 s’écrit : 27 × 60 + 17 et 5002 : 3 600 + 23 × 60 + 22. Ce système a l’avantage de permettre d’écrire des grands nombres avec peu de chiffres.


À vous de compter ►

Le nombre mésopotamien


On a découvert une tablette babylonienne contenant le nombre :
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Que vaut-il ?

Réponse : a) 552 339 ; b) 199 419.





Pourquoi les Mésopotamiens avaient-ils eu cette coquetterie de préférer la base 60 ? Alors que les systèmes à base 10 ou 20 se comprennent en considérant nos doigts, la base 60 peut difficilement venir de notre corps, même si nous avons vu qu’il est possible de compter jusqu’à 60 avec nos deux mains, en utilisant les phalanges de l’une et les doigts de l’autre. Malheureusement, il est peu probable que l’on trouve jamais un document d’époque nous éclairant sur la question. Nous en sommes donc réduits à des hypothèses.

La plus sûre est que ce choix fut lié à des considérations astronomiques, ou plutôt de calendrier. Peut-être les Mésopotamiens avaient-ils inscrit le caractère cyclique d’une année, avec ses saisons qui se répètent, dans leurs nombres ? Peut-être se représentaient-ils une année comme un cercle ? L’année comportant un peu plus de 360 jours, elle expliquerait leur division du cercle en autant de degrés. D’autre part, les Mésopotamiens, de grands astronomes, savaient que la Lune présente 12 cycles dans une année. Peut-être ont-ils essayé de mêler ces deux notions dans le choix de leur base : un compromis entre la base 10 et la base 12 mène en effet naturellement à un multiple commun aux deux… Or le plus petit de ces multiples est 60, soit la valeur de leur base.

Une autre considération renforce l’idée que les Mésopotamiens attachaient une importance particulière au nombre 360 et, par voie de conséquence, à la base 60. L’angle total de 360° pour un cercle a également un sens dans les mathématiques de l’époque, où l’on s’intéressait particulièrement aux polygones réguliers simples : triangle équilatéral, carré, pentagone et hexagone :
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Or, si l’on désire que les angles impliqués par ces polygones possèdent des valeurs entières, on doit attribuer à la circonférence totale un multiple de 6, 4 et 10, donc un multiple de 60. Cela expliquerait le choix de la base 60 pour mesurer les angles. Si on veut de plus que tous les angles obtenus dans ces figures aient des valeurs entières, la mesure de 360 pour la circonférence entière s’impose. On retrouve également les décomptes en heures, minutes et secondes, qui se font en base 60, vieil héritage des Mésopotamiens.

Comment les Mésopotamiens notaient-ils le 0 de position ? Un premier zéro, signe d’une absence, apparaît dans la numération des Babyloniens deux siècles avant notre ère. Ils reprenaient le symbole représentant le 2, mais en l’inclinant vers la diagonale gauche. Voici finalement les 15 symboles qui leur suffisaient pour écrire tous les nombres en base soixante :
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Avec ce nouveau symbole du zéro, il devenait facile de lever l’ambiguïté de plusieurs groupes de clous accolés. Par exemple, 28 801 se décomposait en une unité (à droite), aucune soixantaine (au milieu) et huit soixantaines de soixantaines (3 600) :
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L’exemple ci-dessus montre que l’invention mésopotamienne du 0 de position ne réglait pas tous les problèmes. L’utilisation de la base 10 pour les nombres de 0 à 59 et de la base 60 ensuite laissait subsister une ambiguïté, comme on le constate aisément. Les deux premiers symboles peuvent signifier 21 dans la première soixantaine, ou 20 dans la première et 1 dans la seconde. Insérer le 0 ici n’aura pas le sens voulu, car il signifierait l’absence d’une soixantaine et non d’une dizaine. Le système mésopotamien demanderait donc l’intervention de deux zéros pour éviter toute ambiguïté, un pour les dizaines, l’autre pour les soixantaines. Sans cela, un espace important doit séparer les chevrons et les clous pour éviter les confusions.


Écrire un nombre comme en Mésopotamie


Je vous propose un petit défi, accessible avec un papier et un crayon (et éventuellement une calculette) : comment traduire un nombre donné dans notre système actuel, par exemple 4 325 781, en numération mésopotamienne de base 60 ? Si vous vous essayez à cette tâche sans méthode, elle risque de ne pas être aisée. Voici comment il faut procéder. Commencez par les unités. Vous les obtenez en divisant le nombre par 60 : 4 325 781 = 60 × 72 096 + 21. Le nombre d’unités est le reste, c’est-à-dire 21. Pour obtenir les soixantaines, on recommence sur le quotient, soit 72 096. Les unités de ce nouveau nombre sont égales à 36, puisque : 72 096 = 60 × 1 201 + 36. Il suffit de recommencer avec 1 201 pour conclure : 1 201 = 60 × 20 + 1. Nous obtenons donc 21 unités, 36 soixantaines, 1 soixantaine de soixantaines et 20 soixantaines de soixantaines de soixantaines. Cette façon d’écrire est lourde ! Notons plutôt :

4 325 781 = 21 + 36 × 60 + 602 + 20 × 603.
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Ça y est, vous savez écrire en mésopotamien, du moins les nombres !








Sur le continent américain

Le système des Mayas, élaboré plusieurs siècles plus tard, sera meilleur de ce point de vue. Les Mayas, et avec eux la plupart des peuples de l’Amérique précolombienne, recouraient à une base 20. Les Aztèques disposaient ainsi de quatre symboles, un pour l’unité, un autre pour les vingtaines, les suivants désignaient 400 (202 = 20 × 20) et 8 000 (203 = 20 × 20 × 20) :
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Comment notaient-ils 1637, par exemple ? Ils écrivaient 4 groupes de 400, 1 groupe de 20 et 17 unités (au passage, vous noterez qu’ils faisaient sauter la règle du groupement par quatre unités) :
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Les Mayas, eux, figuraient les nombres par des points et des traits. Ce sont eux qui inventèrent le 0 de position de ce côté-là de l’Atlantique. Le symbole correspondant est une sorte de jeton. Voici comment ils écrivaient les nombres de 0 à 19 :
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Dans ce système, 1 637 s’écrit en colonne, de haut en bas, d’abord les quatre centaines, puis les vingtaines et enfin les unités :
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Pour écrire un nombre comportant des zéros comme 50 002, on le décomposait en : 6 × 8 000 + 5 × 400 + 0 × 20 + 2. On obtenait alors cette figure :
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Sur la planche XXV du Codex de Dresde, l’un des rares manuscrits mayas conservés, on distingue en bas le nombre 19.



Savoir écrire des grands nombres était indispensable pour les civilisations. Sur cette connaissance a bientôt reposé une partie importante de l’économie. Sans elle, ni banquier ni notaire. Si les papyrus et les parchemins (des peaux d’animaux tannées) nous ont laissé des traces de ces premiers pas du génie humain des nombres, il nous en reste aussi des vestiges sous une forme plus originale : des nœuds. En Amérique du Sud, avant la conquête espagnole, les Incas représentaient les nombres à l’aide de nœuds, en base 10. Chaque nœud figure un chiffre entre 1 et 9 selon le nombre de boucles effectuées :
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Pour le chiffre 3, on fait faire trois tours à la corde autour d’elle-même (à gauche). En serrant, on obtient le nœud de droite. Une suite de nœuds permet alors de décrire n’importe quel nombre dans le système décimal. Par exemple, pour 1 625, on fera un nœud simple, puis un nœud sextuple, un nœud double, puis un nœud quintuple :
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  Ces quatre-vingts viendraient d’une ancienne façon de compter en usage autrefois en France et que nous aurions héritée des Celtes. En effet, on la retrouve en Bretagne comme au pays de Galles et en Irlande. Le principe est partout le même, il s’agit d’un usage partiel de la base 20. Il nous en reste le quatre-vingts de nos comptes, mais aussi le nom d’un hôpital parisien : celui des Quinze-Vingts, fondé par Saint-Louis (1214-1270) pour accueillir 15 fois 20, c’est-à-dire 300, vétérans aveugles. Il est toujours spécialisé en ophtalmologie. Cette façon de compter se retrouvait autrefois plus souvent qu’aujourd’hui ; ainsi, dans L’Avare de Molière, à la scène V de l’acte II, Frosine dit à Harpagon :



« Par ma foi ! Je disais cent ans ; mais vous passerez les six vingts. »





Six vingts signifiaient 120. Pour 100, cependant, Frosine ne dit pas cinq vingts. Dans Notre-Dame de Paris, Victor Hugo (1802-1885) nous fait découvrir une autre trace de ce système quand il relate l’assaut de la cathédrale par les truands (au livre X, chapitre 4) :



« Clopin Trouillefou, arrivé devant le haut portail de Notre-Dame, avait en effet rangé sa troupe en bataille. Quoiqu’il ne s’attendît à aucune résistance, il voulait, en général prudent, conserver un ordre qui lui permît de faire front au besoin contre une attaque subite du guet ou des onze vingts. »





Au Moyen-Âge, les onze vingts étaient un corps de police de 11 fois 20, c’est-à-dire 220, membres. Cet usage de compter par vingtaines était alors plus répandu que le montrent ces quelques vestiges, comme Charles-Pierre Girault-Duvivier (1765-1832) le note dans sa Grammaire des grammaires :



« Six vingts vieillit ; on dit plus ordinairement cent-vingt ; on disait encore dans le siècle passé sept vingts ans, huit vingts ans : depuis six ou sept vingts ans que l’Église calvinienne a commencé (Bossuet) – Des femmes enceintes au nombre de huit vingts et plus – l’Académie ne condamnait pas autrefois cette manière de s’exprimer, et en permettait l’usage jusqu’à dix-neuf vingts en excluant seulement deux vingts, trois vingts, cinq vingts et dix vingts. »





Une fois admis ce compte particulier en vingtaine pour la quatrième, il est logique de continuer jusqu’au seuil de la cinquième, c’est-à dire jusqu’à 99. Nonante est ainsi devenu quatre-vingts dix, écrit depuis quatre-vingt-dix. En revanche, en Belgique, 90 est resté nonante, sauf pour parler du roman de Victor Hugo : Quatrevingt-treize. Une étrangeté reste et concerne le pluriel mis à vingt. On écrit quatre-vingts, mais quatre-vingt-un et non quatre-vingts et un, comme le voudrait l’imitation des cas de vingt à soixante ; de plus, vingt perd son pluriel et se trouve au singulier, alors que le nombre a augmenté ! Nous reviendrons sur ce problème de choix ou non du pluriel, car il est singulier (voir le paragraphe Des mille et des cents, p. 71).




Septante ou soixante-dix ?

Quatre-vingts s’explique par la concurrence entre deux systèmes de numération, l’un fondé sur la dizaine et l’autre sur la vingtaine. Soixante-dix n’a pas la même raison de remplacer le logique « septante », utilisée en Belgique, en Suisse et dans l’est de la France. Plus de vestige d’une base 20 ici. D’où vient cette exception culturelle ?

Plusieurs explications concernent Louis XIV (1638–1715). Selon une première version, le Roi-Soleil ne supportait pas l’idée de quitter la soixantaine pour devenir septuagénaire. Sa mégalomanie lui aurait fait décider que l’on dirait dorénavant soixante-dix et non septante. Dans une autre version, le soleil déclinant aurait perdu tant de batailles dans les années septante, octante et nonante qu’il aurait banni ces mots du vocabulaire… Ces histoires sont séduisantes, mais leur authenticité est douteuse. La seule certitude est que soixante-dix, quatre-vingts et quatre-vingt-dix sont apparus au cours du XVIIe siècle, celui de Louis XIV. Claude Favre de Vaugelas (1585-1650) en donne la preuve dans Remarques sur la langue françoise utiles à ceux qui veulent bien parler et escrire :



« Septante n’est Français qu’en un certain lieu où il est consacré, qui est quand on dit la traduction des Septantes […]. Hors de là il faut toujours dire soixante-dix, tout de même que l’on dit quatre-vingts et non pas octante ou quatre-vingts dix et non pas nonante. »





Vaugelas cite ici la traduction de la Bible hébraïque en grec, dont la lecture du livre XII des Antiquités judaïques de Flavius Josèphe (37-100 environ) explique le nom de Septante. Selon cet auteur, Ptolémée II Philadelphe (309-246 avant notre ère), roi d’Égypte, aurait demandé à Éléazar, grand prêtre des Juifs (à Alexandrie), d’envoyer six anciens de chaque tribu traduire les textes hébraïques. Il conclut étrangement par :



« Je ne crois pas nécessaire de donner les noms des septante anciens envoyés par Éléazar. »





Pourtant, les tribus d’Israël étant au nombre de 12, les traducteurs auraient dû être 72 (6 × 12). Volonté d’arrondir un nombre qui n’est sans doute qu’un mythe ? Erreur de calcul ? Nous ne saurons jamais, mais nous devons sans doute à Flavius Josèphe l’appellation de Septante donnée à la traduction grecque de l’Ancien Testament. Dans tous les cas, l’article de Vaugelas montre qu’avant lui, 70 se disait communément septante.


À vous de compter ►

Entre septante, octante et nonante


Que signifie septante millions nonante-trois mille trois cent octante-deux ?

Réponse : a) 793 382 ; b) 70 933 082 ; c)70 093 382.





Pour suivre ses recommandations, l’Académie française préconisa l’usage des expressions soixante-dix, quatre-vingts et quatre-vingt-dix. La raison invoquée par Vaugelas n’est motivée que par l’affirmation : « ce n’est pas français », ce qui ressemble fort à un argument d’autorité. Pourquoi ces choix ? La réponse est sans doute à lire dans les Nouveaux éléments d’arithmétique de Thomas Fantet de Lagny (1660-1734), un mathématicien de l’époque :



« La raison de cette irrégularité peut être attribuée vraisemblablement à l’agrément de la prononciation que l’on trouve plus douce dans ce mot, par exemple, soixante-dix que dans septante, à cause des deux consonnes pt, que notre langue évite, et par la même raison, on a mieux aimé dire quatre-vingts qu’octante, comme on disait autrefois à cause des deux consonnes ct, […] quoi qu’il en soit, les arithméticiens ont eu raison de retenir les mots de septante, octante et nonante […] car on est porté à écrire 7, 8 et 9 […] et non 6 et 4. »





Bien qu’il ne soit guère convaincant en ce qui concerne le bannissement des sons « pt » ou « ct », puisqu’il semble que jamais des mots comme « opter » ou « octave » n’aient été inquiétés, l’argument des académiciens paraît bien se situer au niveau de l’élégance, de la musique et de la douceur des sons. Cependant, pour éviter les confusions, du temps où elles existaient encore, c’est-à-dire jusqu’en 1987, les criées à la Bourse de Paris se faisaient en suivant l’ancien compte. En effet, soixante-dix-neuf porte à noter un 6 pour commencer, alors que septante-neuf ne prête à aucune confusion.




Une logique propre à chaque pays

Quand on énumère les nombres en français, on rencontre vite une discontinuité. Jusqu’à seize, chaque nombre a un nom qui lui est propre, puis les noms se décomposent en dix-sept, dix-huit, etc. Une logique additive s’installe puisque dix-sept signifie : dix plus sept. Les autres langues latines n’observent pas la même césure. En espagnol, la logique additive se met en place dès le nombre seize, qui se dit dieciséis (dix et six), alors que les quinze premiers sont proches du français. Ensuite, nous retrouvons dix-sept avec diecisiete, etc. Plus étrangement, l’italien applique deux logiques additives. Après les dix premiers nombres, 11 se dit un-dix, et ainsi de suite jusqu’à 16. À partir de 17, on retrouve la structure française.

Ces légères divergences incitent à remonter à la langue d’origine commune, le latin. On y retrouve une énumération assez proche de l’italien sans césure : unus, duo, tres, quattuor, quinque, sex, septem, octo, novem, decem, undecim, duodecim, tredecim, quattuordecim, quindecim, sedecim, septemdecim, otodecim, novemdecim.

Cependant, pour ces deux derniers nombres (18 et 19), une logique soustractive est également possible. Ainsi, 18 peut se dire otodecim (huit dix) ou duodeviginti (deux [enlevé] de vingt), et de même 19, novemdecim et undeviginti. Cela ne particularise pas le nombre 20 pour autant, car on retrouve la même logique pour toutes les dizaines jusqu’à 100. Cette logique soustractive a un champ plus large que dans le cas des chiffres romains, où l’on ne peut que retirer un, mais pas deux. Ainsi, IIXX ne s’écrit que très rarement pour signifier XVIII.

En anglais comme en allemand, après les dix premiers nombres, la césure se fait après 12. Toutes ces langues européennes changent de logique entre 12 et 16. De ce point de vue, le chinois est plus simple car, pour savoir y dire les nombres entre 1 et 99, il suffit de connaître les noms des nombres de 1 à 10. Les voici dans l’ordre et en transcription pin yin : yī, èr, sān, sì, wuˇ, liù, qī, bā, jiuˇ, shí. Ensuite, pour dire 58, par exemple, on énumère 5-10-8 : wuˇ shí bā. Pour passer au-delà de 100, il suffit de savoir dire 100 : baˇi, etc.

Vers le Ve siècle, les Indiens inventèrent un système encore plus simple, qui est à l’origine de notre écriture positionnelle actuelle des nombres : une suite éka, dvi, tri, catur, panca, sat, sapta, asta et nava.

En passant, on peut noter la proximité entre ces noms et ceux que nous utilisons, preuve que le français et le sanskrit ont une origine commune. Au début, le système indien était analogue au chinois et demandait des noms pour les dizaines, les centaines, etc. Il se simplifia ensuite en supprimant ces noms et en les remplaçant par un seul signifiant l’absence ou le vide : çunya. Comme les Indiens commençaient par les unités, ce qui est logique dans une numération de position orale, 7 509 se disait : nava çunya panca sapta. En utilisant le même système, nous dirions : neuf zéro cinq sept. Ce système a été inversé quand les Indiens ont commencé à écrire les nombres en chiffres.


L’orthographe, entre « et » et trait d’union


Nous sommes arrivés à dix-sept dans le décompte français. Continuons : dix-huit, dix-neuf, vingt, vingt et un, vingt-deux, etc. Pour 21, le trait d’union est remplacé par « et ». Pourquoi ? Cela semble être une particularité française. Pour vingt, il est possible que l’on ait voulu éviter la répétition dissonante du son « un » que donnerait « vingt-un » mais on retrouve le même phénomène ensuite : trente et un, quarante et un, etc. À cela s’ajoute une recommandation de l’Académie française, datée de 1990 et selon laquelle il faudrait écrire vingt-et-un, et de même pour tous les nombres. La raison invoquée est la simplicité, mais qui peut croire que les difficultés de la numération se situent là ? Si on voulait vraiment simplifier la numération française, il vaudrait mieux adopter les règles chinoises et dire pour 11, dix-un, pour 12, dix-deux… pour 158, cent cinq-dix-huit et pour 375, trois-cent-sept-dix-cinq.








Des mille et des cents

En plus des dizaines et des vingtaines, on compte aussi en centaines. Cela donne deux façons de dire et d’écrire les nombres de 1 100 à 1 999 : mille cent et onze cents, mille neuf cent quatre-vingt-dix-neuf et dix-neuf cent quatre-vingt-dix-neuf. Pour le pluriel, les mêmes règles s’appliquent pour cent que pour vingt, comme nous le résumons plus loin. En revanche, 11 000 ne peut se dire que onze mille, où mille est toujours au singulier. On écrit donc « des mille et des cents », ce qui est pour le moins amusant !

Jusqu’à 999 999, il n’est besoin d’aucun nouveau mot pour dire les nombres. Ainsi, 852 475 s’écrit en toutes lettres huit cent cinquante-deux mille quatre cent soixante-quinze, ou huit cent cinquante-deux mille quatre cent septante-cinq. Pour dépasser 999 999, nous devons recourir aux millions et aux milliards. Ainsi, 1 463 854 se dit un million quatre cent soixante-trois mille huit cent cinquante-quatre, et 2 786 203 964 deux milliards sept cent quatre-vingt-six millions deux cent trois mille neuf cent soixante-quatre. Nous voyons ici que million et milliard prennent tous les deux la marque du pluriel. Certains trouvent l’explication simple : ce sont des noms. D’autres pourront se demander ce qui différencie ces unités des autres, considérées comme invariables comme dix, cent et mille.


Règles pour le pluriel et les traits d’union


Vingt ne prend un « s » que dans « quatre-vingts » s’il n’est pas suivi d’un chiffre, comme dans « quatre-vingt-un ». Cent ne prend un « s » que s’il est multiplié, comme dans « deux cents » et non suivi d’un chiffre. Mille est invariable. Million, milliard et millier sont des noms, donc prennent un « s » quand il y en a plusieurs, ce qui commence à deux. On met un trait d’union pour les nombres entre dix-sept et quatre-vingt-dix-neuf, sauf s’il est remplacé par « et », comme dans vingt et un. La réforme de l’orthographe proposée par l’Académie en 1990, qui préconise l’usage de traits d’union, est très peu appliquée et encore moins enseignée.








L’invention indienne et le graphisme arabe

Pour terminer ce bref tour d’horizon des systèmes d’écriture des nombres, je voudrais répondre à une question que nous nous sommes tous posée un jour : pourquoi les sociétés occidentales emploient-elles des chiffres dits arabes ? En réalité, nous usons de chiffres d’origine indienne ! Le système indien a été inventé pour être dit avant d’être transcrit. Pour le transcrire, il a juste suffi d’inventer un signe pour noter l’absence, çunya que nous avons déjà rencontré.
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Les chiffres indiens originels de 0 à 9.



Les nombres s’écrivent alors comme nous le faisons, seul le graphisme des chiffres diffère. Les Arabes ont adopté ce système à partir du IXe siècle en modifiant le graphisme et ont traduit çunya par sifr. Il arrive en Europe au Xe siècle, mais ne supplante l’usage des chiffres romains que progressivement. En Italie, sifr devient zefiro… qui a donné notre zéro. Sifr désigne aussi le système entier… d’où notre mot « chiffre ». Nous étudierons cette lente conquête au chapitre suivant. Pour l’instant, voyons les différentes graphies modernes des chiffres que l’on dit arabes.
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Ce billet d’Arabie saoudite ne vaut pas rien, comme pourrait le faire croire le signe qui ressemble à notre zéro… mais bien 5.



Au Mashrek, c’est-à-dire au Moyen-Orient arabe, les chiffres couramment utilisés sont : ٠١٢٣٤٥٦٧٨٩. Le zéro s’écrit comme un point, le « un », comme la première lettre de l’alphabet, c’est-à-dire comme un bâton. Les chiffres y sont appelés… des chiffres indiens. Les chiffres courants en Iran, en Afghanistan et au Pakistan, également dits indiens, sont légèrement différents : ٠١٢٣٤٥٦٧٨٩.

Au Maghreb, on utilise les mêmes chiffres « arabes » qu’en Europe : 0123456789. Cette forme définitive vient de l’invention de l’imprimerie. En France, on écrit souvent le 1 avec une barre supérieure plus prononcée et le 7 avec une petite barre horizontale au milieu, afin de ne pas confondre ces deux chiffres.
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Chiffres arabes tels qu’ils sont écrits en France.



En imprimerie, les graphismes des chiffres arabes internationaux varient selon les polices de caractères. Depuis le typographe Francis Thibaudeau (1860-1925), on les classe en quatre groupes selon leurs empattements : triangulaire pour les elzévirs comme les Times, filiforme pour les didots comme la Bodoni, rectangulaire pour les égyptiennes comme la Rockwell, et sans empattement pour les antiques comme l’Arial. Bien sûr, on trouve également des polices plus fantaisistes, mais il est toujours envisageable de les classer ainsi :




	
Empattement


	
un


	
deux


	
sept





	
Triangulaire


	
1


	
2


	
7





	
Filiforme


	
1


	
2


	
7





	
Rectangulaire


	
1


	
2


	
7





	
Sans


	
1


	
2


	
7






Quelques chiffres arabes selon les différents groupes de police, dans la classification Thibaudeau. L’empattement se voit particulièrement bien sur le chiffre 2 : il s’agit du petit retour vers le haut, en bas, à droite du chiffre.


À vous de compter ►

Le nombre d’Arabie saoudite


Que vaut le nombre : ١٢٠٤٥٦٥ ?

Réponse : a) 1 305 956 ; b) 1 204 565.





De nos jours, partout on utilise l’écriture positionnelle de base 10. La seule chose qui varie selon les pays est le graphisme employé pour écrire les chiffres. Nous pouvons maintenant voir comment s’effectuent les quatre opérations.









Chapitre 4

Les quatre opérations, 
 des abaques aux algorithmes


Combien de calculs l’ordinateur le plus puissant au monde est-il capable d’effectuer ? À l’heure où j’écris ces lignes (je le précise parce que le classement, disponible sur Internet, évolue tous les ans, les grands pays industrialisés se livrant à une gentille guéguerre pour en prendre la tête), le superordinateur le plus puissant, sorte de Goliath du calcul numérique, est japonais. Il exécute à son pic de fonctionnement un demi-milliard de milliards d’opérations par seconde ! Il aide un institut de recherche public à prédire des tremblements de terre, créer des médicaments et sonder les lois fondamentales de la physique.

Un autre type d’ordinateur fait beaucoup parler de lui ces temps-ci : l’ordinateur quantique. L’annonce avait fait la une des journaux à l’automne 2019 : via un article mis en ligne, Google affirmait être la première organisation à atteindre la « suprématie quantique ». Que cache ce terme aux intonations guerrières ? L’idée que les ordinateurs quantiques, qui exploitent les propriétés microscopiques des atomes et qui n’en sont encore qu’à leurs balbutiements, dépasseront un jour les ordinateurs classiques (comme celui avec lequel vous écrivez vos mails) en puissance et en rapidité. Ce jour était donc enfin arrivé pour Google… qui s’est empressé ensuite de retirer son article, de crainte de s’être un brin emballé.

Qu’ils soient quantiques ou classiques, les ordinateurs sont les lointains héritiers des premières méthodes pour additionner ou multiplier des nombres. Comment l’histoire des opérations mathématiques a-t-elle débuté ? Évidemment par les problèmes pratiques rencontrés dès l’Antiquité. « Unis pour le butin, divisés pour le partage », comme le rappelait un vers de Voltaire : la division fut sans doute inventée pour répondre à des questions de partage. Imaginez un berger qui cherche à diviser son troupeau en deux pour le céder à ses deux enfants. Comme au chapitre sur le dénombrement des moutons, il se munira d’autant de cailloux que de bêtes, puis les séparera en deux tas égaux. S’il voulait au contraire additionner deux nombres, il procéderait à l’inverse en réunissant deux tas.


Puissance des abaques

Les premières calculettes de l’Histoire, les abaques, ne faisaient que donner corps à ce principe d’addition et de division. Il s’agissait de tables munies de colonnes représentant les unités, dizaines, centaines, etc. Dans l’ancienne Éthiopie, la table pouvait être tracée d’un simple trait sur le sol, et était mise en service avec des cailloux. Chez les Grecs, elle prenait la forme d’une tablette munie d’un bord relevé et emplie de sable, sur laquelle on venait dessiner avec un stylet. Les abaques servaient dans la gestion des états et des domaines. Les Babyloniens ne s’embêtaient pas à tracer des colonnes et, pour distinguer les dizaines et centaines des unités, avaient plusieurs sortes de cailloux.

Comment additionnait-on deux nombres avec un abaque ? On commençait par remplir la première ligne de la table avec un nombre (en indiquant avec des jetons son nombre d’unités, de dizaines, de centaines, etc.), puis on remplissait la seconde ligne avec le deuxième. Ensuite, il suffisait de compter les cailloux ou les jetons dans chaque colonne pour obtenir la somme. Voici l’addition de 103 et de 15 sur un abaque :



[image: image]



Le résultat est : une centaine, une dizaine et huit unités, soit 118. L’opération est immédiate car les cailloux dans chaque colonne ne dépassent pas neuf. À partir de dix dans une même colonne, on supprime dix cailloux de la colonne et on en fait passer un dans la colonne immédiatement à gauche. Pour soustraire un nombre, on procède de manière inverse.
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Soustraction de 15 à 103 avec un abaque. L’opération colonne par colonne est impossible. On commence donc par transformer un caillou de la colonne de gauche (en blanc, la croix signale qu’on les supprime) en dix cailloux de la colonne immédiatement à droite (en gris), et on itère le procédé avec celle-ci. En comptant les cailloux restants, on trouve 88.



Cette façon de compter a longtemps été utilisée. Le ministre des Finances du Royaume-Uni lui doit son titre de chancelier de l’Échiquier, un autre nom de l’abaque. En dépit de sa simplicité, l’abaque a toutefois un gros défaut : le procédé est dynamique, c’est-à-dire qu’il implique l’effacement des étapes intermédiaires, ce qui interdit toute vérification de l’exactitude de l’opération par autrui, à moins de la recommencer.


À vous de compter ►

Les pépites


Un bijoutier a sept pépites d’or dont les poids sont tous distincts, de 1 à 7 grammes. Il a trois projets de bijoux, pour chacun desquels il sélectionne deux pépites. Une fois réalisés, les bijoux pèsent 4, 9 et 13 grammes. Quelles pépites a-t-il utilisées ?

Réponse : a) Il y a plusieurs possibilités ; b) Toutes sauf celles de 1 et de 3 grammes ; c) Toutes sauf celle de 2 grammes.








Laine à vendre

Mais revenons à nos moutons. La multiplication naît avec les premiers comptables. Voici une situation typique où l’usage s’en est fait sentir : si 12 bergers apportent chacun 253 moutons à un marchand, combien celui-ci en a-t-il en tout ? Bien entendu, pour résoudre le problème, il est possible d’effectuer 11 additions consécutives. On peut être plus rapide en recourant à l’abaque, à condition de connaître les tables de multiplication. Comment ? On part de l’idée que 253 × 12 est la somme de 253 × 10 et de 253 × 2 (car 12 vaut 10 + 2). Or multiplier par 10 revient à décaler 253 d’un cran vers la gauche. Ne reste plus alors qu’à effectuer une addition classique. On lit le résultat 3 036 sur l’abaque :
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Calcul du produit 253 × 12 à l’aide d’un abaque.



La division apparaît, comme nous l’avons déjà signalé, pour des questions de partage, sans doute avec les premiers notaires. Je vous laisse imaginer la scène. Un homme est mort. Il possédait un petit troupeau de moutons. L’homme de loi est perplexe : comment le partager entre ses quatre enfants ? Ainsi que le font tous les bergers, il prend un caillou par mouton et trace quatre colonnes sur le sol, une pour chaque enfant. Il place ensuite un caillou dans la première colonne, puis un dans la deuxième et ainsi de suite en recommençant à la première après la quatrième. Quand il n’a plus de caillou, il décide d’en donner cinq à chacun. Quid du reste ? On imagine qu’il garde les deux derniers moutons pour se payer de son travail, à moins qu’il ne les fasse rôtir pour fêter sa trouvaille !

La méthode de partage appliquée par le notaire fonctionne en toutes circonstances. Il est toujours possible de diviser un nombre, disons 125, en autant de parts qu’on le désire. La valeur de chaque part est appelée le quotient, et ce qu’il reste… le reste. Bien sûr, ce reste est plus petit que le nombre de parts, sinon on pourrait placer un caillou supplémentaire dans chaque colonne. Cette division porte le nom de division euclidienne, même si elle est très antérieure à Euclide. La division de 201 par 13, par exemple, consiste à retrancher 13 de 201 autant de fois que possible. Sur l’abaque, il serait fastidieux de procéder ainsi. On essaye donc plutôt de retrancher un multiple de 13 plus important, dès le départ, par exemple 130, et de recommencer jusqu’à ce qu’on ne puisse plus le faire.
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Division de 201 par 13. La règle est simple en théorie, mais délicate à appliquer. Il s’agit de retrancher autant de fois 13 que possible de 201. Pour cela, on est libre de la façon de s’y prendre. Ici, nous avons choisi de commencer par retrancher 130. À la fin, le quotient est 15 et le reste 6, quelle que soit la méthode utilisée.






L’esprit plus fort que la calculatrice

L’abaque que nous venons de décrire est le plus élémentaire. Dès l’époque romaine, le principe s’était sophistiqué et affichait deux systèmes d’unités dans chaque colonne : des unités simples et des unités quinaires, c’est-à-dire valant cinq unités simples. L’usage de cinq unités simples et deux unités quinaires constituait alors la norme. Ce n’est que tardivement, à la fin du XIXe siècle, avec le boulier japonais soroban, que l’on se contenta d’une unité quinaire et de quatre unités simples.
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Boulier japonais soroban à 13 tiges. Les boules du haut comptent pour 5 et celles du bas pour 1. Le nombre affiché ici est 6 512 615. Les sorobans ont souvent 23 tiges, de façon à pouvoir traiter de grands nombres.



Dans ce cadre, pour obtenir tous les nombres de 0 à 9, il suffit de quatre unités simples et d’une seule unité quinaire. Pour les écrire, pour chaque position, on place les unités simples et les unités quinaires désirées du côté de la planche centrale. Ainsi, trois unités simples plus une unité quinaire signifient huit. Les algorithmes (les suites d’instructions) grâce auxquels on calcule avec un soroban sont similaires à ceux dédiés aux abaques primitifs.

L’efficacité du soroban est redoutable : quiconque en maîtrise les rouages est à même de calculer très vite. Le 12 novembre 1946, un concours de rapidité eut lieu entre un expert en soroban et un soldat de l’armée américaine aux manettes d’une calculatrice électronique. Tous les deux étaient des as dans la maîtrise de leurs outils respectifs. Les épreuves les mettaient au défi devant les quatre opérations élémentaires et un problème les associant toutes. De façon incroyable, le spécialiste du soroban remporta 4 matchs contre 1. Il s’inclina seulement sur la multiplication.


À vous de compter ►

Un nombre sur le soroban


Le produit de ses chiffres est égal à 24 et quand on représente ce nombre sur un soroban la dernière colonne contient deux fois plus de boules utiles que la première. Que vaut-il ?

Réponse : a) Le problème a plusieurs solutions ; b) 64.








Quid des algorithmes modernes ?

Le mot algorithme vient du nom d’un mathématicien qui, sans être le père de cette notion, y avait systématiquement recours pour ses calculs : Al-Khawarizmi (783-850). Il marquera aussi l’histoire des mathématiques en inventant l’algèbre, comme nous le verrons plus loin. Le mot « algorithme » est la version mathématique, et rigoureuse, de « recette ». À leur apparition en Europe, aussi puissants fussent-ils pour additionner ou multiplier des nombres, les algorithmes n’ont pas immédiatement percé, en raison de certains présupposés qu’ils véhiculaient…
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Abaciste contre algoriste sur cette gravure publiée en 1496 dans Margarita philosophica (« La Perle philosophique ») de Gregor Reisch.



Voici un dialogue qu’on aurait très bien pu entendre si l’on avait poussé la porte d’un abaciste parisien au XIIIe siècle. Il s’agissait de clercs placés sous le patronage de l’Église, qui formaient une sorte de caste hermétique. Imaginez que vous arrivez dans le cabinet juste au moment où le fils de l’abaciste, un apprenti comptable, revient d’Italie où il a appris les secrets d’un nouveau calcul. Pour le tester, son père lui demande d’effectuer une multiplication difficile : CLXVII par XXI. Son fils sort une feuille de papier, une plume d’oie et de l’encre. Moins d’une minute plus tard, il a le résultat : MMMDVII. Le père ouvre de grands yeux.

— Déjà ! Comment as-tu fait ?

Le fils montre sa feuille griffonnée de signes incompréhensibles. Intrigué, le père regarde les alignements de chiffres, puis se signe avant de dire :

— D’où sors-tu cette sorcellerie ? Cette écriture est du diable !…

— Ce sont des chiffres arabes…

— Arabes ?… Ne dis ça à personne !… Qu’est-ce que tu veux : qu’on finisse sur le bûcher comme sorciers, ou comme hérétiques ?

— En fait, ils viennent des Indiens… et sont très pratiques ! Les meilleurs marchands d’Italie ne travaillent plus qu’avec eux !

— Je préfère ça ! Mais tu les caches quand même, ça sent le fagot et je n’ai pas envie de finir rôti. Je prendrai le travail en boutique, tu calculeras dans l’arrière-salle, à l’abri des regards. Trop dangereux.

Voilà un des problèmes qui expliquent la réticence des Français à recourir aux algorithmes : leurs géniteurs présumés étaient arabes. Le second était qu’ils étaient encore inconnus. Le premier livre sur l’utilisation des chiffres arabes date de 1202. Étrangement, son auteur, Leonardo Fibonacci (1175-1250), l’a nommé Liber abaci, alors qu’il n’emploie pas l’abaque, mais des algorithmes liés au nouveau système. L’ouvrage a été mal reçu à l’époque, et certaines cités, comme Florence, interdirent même l’emploi des chiffres arabes par les banquiers, le public y voyant une volonté de dissimulation en cette période de croisade…
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Dans son livre Liber abaci, Fibonacci proposa également l’exercice suivant qui, longtemps après, a connu une descendance aussi inattendue qu’importante, quand Édouard Lucas (1842-1891) le prolongea en une « suite de Fibonacci » : quelqu’un plaça un couple de lapins dans un lieu clos de murs de tous côtés pour savoir combien de bêtes seraient engendrées par ce couple en une seule année. La nature de ces animaux veut qu’un couple engendre un autre couple chaque mois. Les petits sont, à leur tour, capables de se reproduire le deuxième mois qui suit leur naissance. La question aboutit à la suite 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, etc., dont chaque terme est égal à la somme des deux précédents (en haut à droite du feuillet).



Le refus du père que j’ai mis en scène tient aussi au monopole des calculateurs en place, les abacistes, qui comptaient encore sur l’abaque des anciens Romains. Abacistes contre algoristes : la querelle dura plusieurs siècles avant de tourner à l’avantage des algoristes, qui développaient des méthodes proches des nôtres. La forme actuelle des algorithmes date du XVIIe siècle.

Mais quel était le secret du système des algoristes pour qu’il se montre si efficace, pour tant accélérer les multiplications ? Tout d’abord son écriture des nombres, qui est devenue la nôtre. Elle est fondée sur l’utilisation de dix chiffres (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) et une notation tenant compte de leurs positions. Ainsi, l’écriture 1 025 signifie 1 000 plus 2 fois 10 plus 5, ce que les Romains notaient MXXV. Pas de différence notable a priori, sauf une économie de chiffres : I, X, C, M, etc., sont tous notés 1. La position de ce signe lui donne sa valeur : 1, 10, 100 ou 1 000. C’est pourquoi les dix chiffres arabes suffisent pour écrire tout nombre (avec le système romain, comme chez les Égyptiens, il en faudrait une infinité !). La différence tient à la position, elle est rendue possible par l’utilisation du zéro.




Le coup de la preuve par 9

Outre cette économie de chiffres, l’avantage du nouveau système tient à la simplicité des algorithmes de calcul qui lui sont associés : ce sont ceux que vous avez appris à l’école pour additionner, soustraire, multiplier ou diviser des nombres. Dernier intérêt, les méthodes des algoristes peuvent être vérifiées a posteriori (en reprenant le fil des étapes) et de manière indépendante, qui plus est. Entendez par là que seront développés au cours des siècles de nouveaux algorithmes pour tester la justesse de votre résultat. Le plus connu d’entre eux vous est familier, son nom est même entré dans le langage courant : la preuve par 9 (même si ce n’est pas une preuve stricto sensu).

Son principe ? Il est simple : on remplace chaque nombre par la somme de ses chiffres, en itérant ce procédé, si besoin, pour obtenir un seul chiffre. Imaginons, par exemple, que nous ayons à vérifier l’opération 3 075 × 143 = 439 725. Si vous suivez mon raisonnement, 3 075 est remplacé par 3 + 7 + 5 = 15 et donc par 1 + 5 = 6, tandis que 143 se transforme en 1+4+3 = 8. Ainsi, 3 075 × 143 correspond à 6 × 8, qui fait 48, soit 4 + 8 = 12 donc 1 + 2 = 3. Faites de même avec le résultat de la multiplication, 439 725, et vous obtiendrez 4 + 3 + 9 + 7 + 2 + 5… qui donne là aussi 3, comme précédemment. Si les deux valeurs auxquelles vous arrivez sont identiques, alors vous avez passé le test de la preuve par 9 et alors bravo : votre résultat est peut-être juste. La démonstration du bien-fondé de la preuve par 9 est technique – si elle vous intéresse, je vous laisse la lire dans l’encadré suivant. Mais sachez simplement que le nom de la règle, par 9, vient du fait que le chiffre 9 y joue un rôle prédominant.
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La preuve par 9. Dans un premier temps (1), on remplace les opérandes et le résultat par la somme de leurs chiffres, en itérant ce procédé. Dans un second temps (2), on exécute le même raisonnement sur le résultat de la multiplication et on compare les deux nombres d’arrivée. S’ils sont différents, le résultat est faux.



Si une opération est juste, la preuve par 9 est satisfaite. La réciproque est fausse, comme le montre l’exemple de : 123 × 25 = 3 435. Vérifiez ! La « preuve » par 9 est bien validée, pourtant le résultat correct de la multiplication est 3075, qui vérifie aussi la preuve par 9. En fait, cette preuve n’en est véritablement une que dans le cas où vous trouvez à l’arrivée deux nombres différents. Alors vous pouvez être certain de vous être trompé dans votre multiplication… La preuve par 9 fonctionne avec les quatre opérations.


Démonstration de la preuve par 9


Considérons un nombre s’écrivant ABC DEF, où A, B, C, D, E et F sont des chiffres de 0 à 9. Il est égal à la somme de 100 000 A, 10 000 B, 1 000 C, 100 D, 10 E et F. Chaque différence 10 – 1, 100 – 1, 1 000 – 1, 10 000 – 1 000 et 100 000 – 1 est divisible par 9. La différence entre le nombre ABC DEF et la somme A + B + C + D + E + F est donc également divisible par 9. Le reste dans la division par 9 est invariant quand on transforme un nombre en la somme de ses chiffres… et cela peut être itéré.

La preuve par 9 est fondée sur cet invariant. Pour la démontrer, prenons le cas de la multiplication, les autres sont identiques. En transformant chaque nombre, on obtient trois chiffres A, B et C. Les facteurs initiaux sont donc de la forme : 9 U + A et 9 V + B, où U et V sont des entiers. Les règles de calcul font que le produit est un multiple de 9 plus A B. En appliquant la transformation au produit A B, on obtient donc C. Si ce n’est pas le cas, l’opération est fausse. C’est ce que permet de contrôler la preuve par 9. En revanche, la preuve par 9 peut être satisfaite alors que le résultat est faux.






À vous de compter ►

Un nombre à imaginer


Imaginez que le nombre 2 × 1010 000 – 1 soit écrit en base 10. On le remplace par la somme de ses chiffres, puis celle-ci par la somme de ses chiffres, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il n’y ait plus qu’un nombre. Que vaut-il ?

Réponse : a) On ne peut pas le calculer ; b) 1 ; c) 2.





Un grand nombre d’algorithmes ont été exploités pour la multiplication. La plupart se ressemblent, seule la disposition des calculs varie. Les Égyptiens de l’Antiquité employaient cependant une méthode très différente, fondée sur les puissances de deux. Cette approche est aussi appelée « multiplication à la russe », car elle fait partie de l’arsenal mathématique des élèves russes. Prenons l’exemple de la multiplication : 253 × 13. Voici comment procéder : écrivons le plus petit de ces nombres (13) comme une somme de puissances de deux : 8 + 4 + 1. L’opération devient 253 × (8 + 4 + 1). Si nous calculons les multiples de 253 par 2, 4 et 8, nous sommes ensuite amenés à effectuer une simple addition. En définitive, pour effectuer la multiplication, il suffit de savoir multiplier par deux !
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Multiplication selon la méthode égyptienne.






Le chiffre de la bête

Il y a un ultime avantage à l’écriture des algoristes sur lequel j’ai fait l’impasse : celui d’introduire simplement les nombres décimaux, c’est-à-dire l’utilisation exclusive de fractions dont le dénominateur est une puissance de dix. L’écriture 123,5 signifie ainsi 1 235 dixièmes ; 1 568,935, 1 568 935 millièmes, etc. Bien que naturelle, cette évolution prit plusieurs siècles pour se réaliser, et les nombres décimaux sont l’invention de Simon Stevin (1548-1620), même s’il les notait différemment de nous. 
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Simon Stevin introduisit les nombres décimaux (ici dans son traité La Disme, publié en 1585). On remarque sa façon de noter 0,37539, une méthode astucieuse pour écrire un nombre comportant beaucoup de zéros, mais lourde dans le cas général.



Ainsi, Simon Stevin écrivait 25,367 sans virgule mais avec des nombres encerclés rappelant les puissances d’un dixième.
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Ce que l’on interprète facilement en 25 × 0,10 + 3 × 0,11 + 6 × 0,12 + + 7 × 0,13.

La notation actuelle avec virgule fut introduite par Bartholomäus Pitiscus (1561-1613) pour composer des tables trigonométriques qui firent référence jusqu’au début du XXe siècle. On lui doit également le mot « trigonométrie », qui littéralement signifie « mesure des trois angles » (sous-entendu « d’un triangle »). Cette notation avec virgule fut popularisée par son contemporain John Napier (1550-1617), l’inventeur officiel des logarithmes. Je précise « officiel », car on peut aussi attribuer cette invention à Michael Stifel (1487-1567). La différence entre les deux inventeurs est que Napier a également établi la première table de logarithmes, ce qui rendait sa découverte pleinement utilisable. Autre éclairage sur nos inventeurs : l’un comme l’autre flirtaient avec la numérologie, et chacun interprétait l’Apocalypse de Jean à sa manière. En particulier, la phrase à la fin du chapitre 13, verset 18 :



« C’est le moment d’avoir du discernement : celui qui a de l’intelligence, qu’il interprète le chiffre de la bête, c’est un chiffre d’homme : et son chiffre est six cent soixante-six. »





Protestants, ils trouvaient que 666 représentait le pape de l’époque, Léon X. Leurs raisonnements sont très loin de la rigueur mathématique ! Voici le pire, celui de Stifel. Tout d’abord, écrivez le nom du pape de la façon suivante : LEO DECIMVS, mais ne retenez que les lettres ayant un sens dans le système numérique des romains, c’est-à-dire LDCIMV. Maintenant ajoutez X parce que LEO DECIMVS a dix lettres et enlevez le M car c’est l’initiale du mot « mystère ». Vous obtenez LDCIXV. Réarrangez tout cela et vous obtenez DCLXVI, c’est-à-dire 666 ! Élémentaire, n’est-ce pas ? Réponse du berger à la bergère, un père jésuite montra alors qu’il désignait en fait… Martin Luther.
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John Napier, auteur de la première table de logarithmes.



Autre anecdote : l’interprétation de l’Apocalypse conduisit Michael Stifel à prédire la fin du monde pour le 3 octobre 1533. Il devait être excellent prédicateur car, suite à cette annonce, nombre de paysans vendirent tous leurs biens. Comme la catastrophe ne se produisit pas à la date prévue, il faillit être lynché par la foule en colère. Il fut sauvé in extremis et ne s’occupa plus que de mathématiques !




Les mathématiques du certificat d’études

Après ce détour qui révèle le lien entre mathématiques et numérologie à cette époque, revenons aux algorithmes. Grâce à cette pénétration des idées venant des algoristes, les mathématiques de feu le certificat d’études étaient en place au cours du XVIIe siècle. Les ouvrages d’apprentissage du nouveau calcul foisonnaient d’exercices. Sous des dehors liés à la vie de tous les jours, leur but était d’entraîner à l’utilisation des algorithmes ainsi qu’au raisonnement mathématique. En particulier, La Pratique de l’arithmétique de Simon Stevin contient une foule d’exercices du type : « 14 aunes de drap coûtent 5 livres, 2 sous et 8 deniers, combien coûteront 25 aunes ? »

Pour le résoudre, inutile de connaître l’aune, il suffit de savoir qu’une livre vaut 20 sous et un sou, 12 deniers. Le plus simple pour trouver le résultat est de transformer la somme donnée en deniers, mais c’est aussi très laborieux ! Une livre vaut 20 × 12 = 240 deniers, donc 5 livres, 1 200. Les 14 aunes valent donc 1 232 deniers. On obtient le prix d’une aune en divisant par 14, ce qui donne 88 deniers. Le prix de 25 aunes est donc égal à 25 × 88 = 2 200 deniers, qu’il reste à traduire dans le système initial. En divisant 2 200 par 240, on obtient 9 livres et il reste 40 deniers, ce qui fait 3 sous et 4 deniers. Finalement, les 25 aunes coûtent 9 livres, 3 sous et 4 deniers.

Heureusement, l’arithmétique est devenue plus simple avec le système décimal ! On n’est plus obligé de jongler entre les différentes unités. Pour le montrer, voici un exemple moderne : « Nicolas achète 350 grammes de pommes pour 1 €. Derrière lui, Pimprenelle en achète 1,435 kilo. Combien va-t-elle payer ? »

Le raisonnement canonique pour résoudre ce type de problème est le suivant. Ici le terme « canon » n’a rien à voir avec l’artillerie, il signifie « règle », comme toujours en mathématiques. Si 350 grammes coûtent 1 €, 1 gramme coûte 1/350 € et 1 435, 1 435/350 soit 4,10 €.

Nous avons appliqué, sans l’écrire, une règle de 3 que certains nomment produit en croix. Le raisonnement sous-jacent est abstrait, puisqu’il consiste à inventer une fiction : la vente d’un gramme de pommes ! Il montre que, même dans les applications les plus élémentaires, il n’existe pas de mathématiques sans abstraction, ou sans réflexion. Leur apprentissage exige de s’appliquer, de cogiter et de s’entraîner sur quantité d’exercices, au même titre que la pratique de l’escalade, du tennis ou du football. Cette exigence rappelle une histoire qu’aurait vécue Euclide. Le savant grec enseignait les mathématiques au roi d’Égypte, qui aurait fini par demander un accès au savoir simplifié, par égard à sa majesté. Euclide répondit : « Désolé, sire, en mathématiques, il n’y a pas de voie royale. » Il n’en existe pas plus aujourd’hui.


À vous de compter ►

Le prix du jus d’orange


On verse dans un tonneau 125 litres d’un jus d’orange à 0,60 € le litre et 90 litres d’un autre à 0,45 €. Quel est le prix du litre de mélange ?

Réponse : a) 1 € ; b) 0,60 € ; c) 0,54 €.








De l’analogique pour Concorde

Rappelez-vous le berger qui comptait ses moutons à l’aide de cailloux. En quelque sorte, il raisonnait par analogie : un caillou = un mouton. Cette approche a été poussée dans ses retranchements par les mathématiciens et les informaticiens. Mettons que vous vouliez additionner deux nombres. Plutôt que recourir à un algorithme, une autre façon de procéder est en effet d’exploiter les propriétés des longueurs : deux mètres plus trois mètres font cinq mètres. Ainsi, avec deux règles graduées, on opère facilement une addition.
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En faisant coïncider le 0 de la règle gris pâle avec le 2 de la règle gris foncé, on lit, sous la graduation 5 de la règle gris pâle, la somme de 2 et de 5.



L’idée sous-jacente est tellement simple que l’analogie ne se voit pas immédiatement. Elle consiste pourtant à assimiler nombre et longueur, deux notions a priori distinctes. En grec, le sens premier d’analogie est « proportion mathématique ». On passe d’une quantité à une autre par l’application d’un certain rapport. Cependant, dès l’époque de Platon, ce terme a pris la signification plus générale de correspondance, de ressemblance, de similitude. En mathématiques, il est aujourd’hui fréquent à plusieurs niveaux – du concret à l’abstrait, du rigoureux à l’approximatif ou à l’heuristique, c’est-à-dire à ce qui donne des idées. La fonction logarithme transformant une multiplication en addition donne alors une méthode analogique pour calculer un produit. Transformez l’échelle linéaire d’une règle en échelle logarithmique et vous obtenez un instrument de calcul très précieux avant l’avènement des calculatrices bon marché, et autrefois symbole de l’ingénieur : la règle à calcul.
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Une règle à calcul est composée de trois réglettes, dont l’une coulisse entre les deux autres. En faisant coïncider la graduation 1 de l’une et la graduation 2 de l’autre, puis en alignant le curseur sur la graduation 3 de la première, on lit le résultat de la multiplication 2 × 3 sur la seconde.



De façon plus générale, l’idée du calcul analogique est de représenter les nombres par des grandeurs géométriques (longueurs, aires, volumes, angles) ou physiques (mécaniques, électriques, hydrauliques, chimiques), et d’exploiter des phénomènes géométriques ou physiques qui sont régis par les mêmes équations que celles qu’on cherche à résoudre. Il suffit ensuite de poser les bonnes conditions initiales et d’observer comment varient naturellement les grandeurs pour avoir la réponse à sa question. En particulier, les premiers pas de l’informatique se sont déroulés à l’aune de ce principe d’équivalence : le fonctionnement de systèmes électriques simulait automatiquement certaines équations qui intéressaient les chercheurs de toute sorte.
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Le calculateur analogique « SEA OME-P2 » à Grenoble au début des années 1960. Des dispositifs de ce type ont été exploités pour concevoir le Concorde. 



Les calculateurs analogiques ont été en usage jusqu’à ce que les ordinateurs, ou calculateurs numériques, les supplantent, c’est-à-dire jusqu’au début des années 1970. Dans le domaine du calcul scientifique, numérique est ainsi devenu l’opposé d’analogique. Ainsi, les calculs concernant le Concorde, l’avion supersonique franco-britannique qui assura des vols commerciaux transatlantiques de 1976 à 2003 à plus de 2 000 km/h, furent effectués avant 1969 au moyen de calculateurs analogiques. Depuis cette époque, comme on l’imagine, l’industrie mobilise uniquement des calculateurs numériques, et les règles à calcul sont devenues des objets de collection…









Chapitre 5

Zéro est-il un nombre ?


Le 21 septembre 1997, alors qu’il participait à des exercices sur la côte nord-est américaine, le croiseur USS Yorktown s’est soudain mué en bateau-fantôme. Tous ses systèmes avaient lâché, moteurs comme gouvernail et commande des missiles. Le navire a continué de dériver plusieurs heures durant et, s’il avait été en mission, il aurait largement eu le temps d’être détruit. Quel péril avait affronté le Yorktown ? Une arme électromagnétique ? Un sabotage ? Non, une division par zéro !

Accidentellement, un marin avait saisi une zone vierge dans une base de données. L’ordinateur interpréta ce blanc comme un zéro et, lorsqu’il voulut diviser par ce nombre, une sorte d’explosion informatique se produisit dans sa mémoire. Le résultat ? Le crash généralisé de toutes les consoles de commande. Cet épisode révèle la fragilité de notre société. Cours boursiers, calculs d’ingénierie, mesure du quotient intellectuel, etc. : en inondant nos activités de nombres, nous sommes devenus vulnérables aux erreurs mathématiques. Et même l’armée, pourtant à cheval sur sa sécurité informatique, y est exposée.
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Un lancement de missile réussi depuis l’USS Yorktown… un jour sans division par zéro !



L’anecdote témoigne aussi du caractère délicat, voire « explosif », du zéro. L’argot d’Internet a vu juste, qui désigne par l’expression « division par zéro » une action susceptible d’aboutir à un échec catastrophique. Zéro est un symbole utile pour écrire les nombres (voir chapitre 3), mais est-il lui-même un nombre ? Si nous restons sur l’idée des nombres naturels, la réponse est « non ». Ils sont faits pour compter, et que signifie dénombrer l’absence ?

Zéro est un être troublant. Il n’a été accueilli que tardivement dans la communauté des nombres. Pendant de longs siècles, zéro a gêné les mathématiciens aux entournures. Comme si l’esprit humain boguait face à lui.



Une histoire de dette et de fortune

À son introduction, zéro était plus la marque d’une absence, pour faciliter la notation positionnelle des nombres, qu’un nombre véritable. Son apparition en tant que nombre se fera au VIIe siècle sous la plume du mathématicien indien Brahmagupta (598-668). Cette invention tardive a laissé des traces dans notre calendrier. Ainsi, le XXe siècle a commencé en 1901, comme le XXIe en 2001 et non en 2000. Pourquoi ? Tout simplement parce que zéro n’existait pas quand on inventa l’ère chrétienne… au VIe siècle de notre ère. Dans le Brahmasphutasiddhanta, un ouvrage écrit entièrement en vers dont le titre signifie « L’ouverture de l’Univers », Brahmagupta indique les règles régissant zéro :



« Une dette moins zéro est une dette.

Une fortune moins zéro est une fortune.

Zéro moins zéro est zéro.

Une dette soustraite de zéro est une fortune.

Une fortune soustraite de zéro est une dette.

Le produit de zéro par une dette ou une fortune est zéro.

Le produit de zéro par zéro est zéro. »





Peut-être vous a-t-il semblé étrange que Brahmagupta aille chercher les expressions familières de dettes et de fortunes pour désigner les nombres positifs ou négatifs ? En réalité, il s’agissait de concepts mathématiques encore flous à l’époque, qui ne seront formalisés que bien plus tard. Cet emploi, qui confère à la strophe des airs de livre de comptes, reste toutefois assez mystérieux. Peut-être le zéro a-t-il émergé d’un problème de comptabilité patrimoniale ? C’est la seule explication que je vois.

Pour Brahmagupta, zéro n’est pas seulement la notation d’une absence d’unité, de dizaine ou de centaine, etc., comme dans la numération de position, mais aussi un vrai nombre, sur lequel on peut compter (dans les deux sens du terme). Il le définit d’ailleurs comme le résultat de la soustraction d’un nombre par lui-même. Il donne les bons résultats l’impliquant dans les opérations licites (addition, soustraction et multiplication), mais se trompe en estimant que 0 divisé par 0 est égal à lui-même.

On peut comprendre pourquoi ce grand esprit qu’était Brahmagupta s’est fourvoyé : la question n’est pas simple. Elle est restée obscure, même pour nombre de mathématiciens jusqu’au XIXe siècle, puisque, dans ses Éléments d’algèbre, Alexis Clairaut (1713-1765), après avoir rappelé les règles de calcul du zéro, se voit obligé d’insister sur la nuance entre le signe d’un nombre et celui d’une opération (vous noterez au passage que lui aussi se réfère à des dettes et des fortunes) :



« On demandera peut-être si on peut ajouter du négatif avec du positif, ou plutôt si on peut dire qu’on ajoute du négatif. À quoi je réponds que cette expression est exacte quand on ne confond point ajouter avec augmenter. Que deux personnes par exemple joignent leurs fortunes, quelles qu’elles soient, je dirai que c’est là ajouter leurs biens, que l’un ait des dettes et des effets réels, si les dettes surpassent les effets, il ne possédera que du négatif, et la jonction de la fortune à celle du premier diminuera le bien de celui-ci, en sorte que la somme se trouvera, ou moindre que ce que possédait le premier, ou même entièrement négative. »






Et « un », est-il un nombre ?


Tout aussi étonnante est l’histoire du « un », que les Grecs anciens refusaient de considérer comme un nombre, comme on peut le lire dans la Métaphysique d’Aristote :

« Il est d’ailleurs, de toute évidence, que c’est l’unité qui exprime la mesure ; […] le nombre est une pluralité mesurée […] Aussi, n’a-t-on pas moins raison de dire que l’unité n’est pas un nombre. »

Le refus de considérer « un » comme un nombre vient de l’assimilation du concept de nombre à ceux de pluralité ou de multiplicité. Cette confusion se retrouve en français, où « nombreux » ne peut signifier « un ». L’unité ne fut admise dans l’univers des nombres qu’à la Renaissance, quand l’influence de la scolastique moyenâgeuse, et donc d’Aristote, s’estompa. En 1585, Simon Stevin écrit dans les premières pages de La Pratique d’arithmétique :

« Comme l’unité est nombre par lequel la quantité d’une chose expliquée se dit un. »

Alors que cela nous semble aujourd’hui trivial, Simon Stevin se sent obligé de défendre cette position dans un long raisonnement de plusieurs pages, preuve que cette notion n’est pas admise comme naturelle à son époque. Pourquoi ? Tout simplement parce qu’elle s’oppose à la tradition philosophique du Moyen-Âge, pour qui il n’est point de vérité en dehors d’Aristote, d’où les propos révolutionnaires tenus par Stevin, sous des dehors un tantinet obscurs :

« Il est notoire que l’on dit vulgairement que l’unité n’est pas nombre, mais seulement son principe […] ce que nous nions. Nous pouvons argumenter de la sorte : La partie est de même matière qu’est son entier, l’unité est partie de multitude d’unités, donc l’unité est de même matière qu’est la multitude d’unités. Mais la matière de multitude d’unités est nombre, donc la matière d’unité est nombre. »

L’« un » est donc devenu nombre à l’époque de Simon Stevin – même si certains, comme Diophante, célèbre mathématicien grec du IIIe ou IVe siècle de notre ère, l’utilisaient déjà comme tel… mais après avoir donné les définitions traditionnelles, par respect pour Aristote sans doute.








Sans philosophie

Comment retrouver les règles qui régissent l’emploi du zéro dans les opérations, telles qu’elles apparaissent dans l’ouvrage de Brahmagupta ? Comment savoir, par exemple, combien fait X + 0 ? La prémisse de tout calcul avec 0 est que X – X = 0. C’est la définition même de zéro. Pour calculer 2 + 0, par exemple, il suffit de quelques manipulations à l’aide des règles habituelles de l’arithmétique :

2 + 0 = 2 + (2 – 2) = 4 – 2 = 2.

Cela ressemble à une évidence : quand on n’ajoute rien, on conserve ce que l’on a… La question est beaucoup moins évidente quand on veut multiplier par zéro. Quel sens cela a-t-il dans l’absolu ? Pour le voir, l’important est de se focaliser sur les règles de calcul, sans chercher à s’appuyer sur une quelconque philosophie. La question se traite de la même manière que la précédente :

3 × 0 = 3 × (2 – 2) = 3 × 2 – 3 × 2 = 6 – 6 = 0.

Bien entendu, dans les raisonnements précédents, les nombres 2 et 3 peuvent être remplacés par n’importe quel autre : tout nombre multiplié par zéro est donc égal à zéro. Ce résultat, qui semble étrange de prime abord, est rendu nécessaire pour généraliser les règles opératoires.

La méthode débouche sur des résultats plus étonnants. Par exemple, que vaut un nombre à la puissance zéro ? Pour répondre à cette question, se demander ce que signifie de porter un nombre à la puissance zéro est inutile, voire nuisible. A priori, 2 à la puissance 4 est égal à 2 multiplié 4 fois par lui-même, soit 24 = 2 × 2 × 2 × 2. En suivant cette logique, 2 à la puissance zéro devrait équivaloir à « 2 multiplié 0 fois par lui-même ». Si votre cerveau a tiqué en lisant la phrase précédente, c’est normal. Que peut bien vouloir dire un nombre multiplié 0 fois par lui-même ? La question est absurde en réalité. Se la poser, c’est se condamner à ne pouvoir y répondre.

En fait, pour dénouer le problème, nous devons élaborer un principe d’extension. La propriété essentielle est la formule : 24+1 = 24 × 2, valable en remplaçant 4 par n’importe quel nombre. En le remplaçant par 0, nous obtenons : 20+1 = 20 × 21, ce qui donne : 2 = 20 × 2. En simplifiant par 2, nous obtenons : 20 = 1. Ce résultat est encore vrai si nous remplaçons 2 par tout nombre non nul. Ainsi, un nombre non nul porté à la puissance 0 est égal à 1, ou du moins il faut le poser comme définition si on veut que la propriété des puissances vue plus haut (24+1 = 24 × 2) soit générale.

Cette égalité (20 = 1) correspond à une idée subtile : celle de la généralité des calculs. On définit la puissance 0 pour que les règles de calcul connues sur les puissances restent vraies dans ce cas particulier. Il reste malgré tout l’ambiguïté de 0 à la puissance 0.


À vous de compter ►

La factorielle de 0


La factorielle d’un nombre est le produit des nombres de 1 à lui-même. Ainsi, la factorielle de 3 est égale à 1 × 2 × 3 = 6.

Mais que vaut la factorielle de 0 ?

Réponse : a) La question est absurde ; b) 1 ; c) 0.





Pour la même raison, il est impossible de diviser par zéro. Rappelez-vous les déboires de l’équipage de l’USS Yorktown ! Pour le montrer, supposons que cette opération soit possible. De manière générale, la division est définie par une égalité du type : (1/3) × 3 = 1. Si nous pouvions diviser par zéro, nous aurions : (1/0) × 0 = 1, or la multiplication par zéro fournit toujours zéro… Nous obtiendrions donc l’égalité aberrante : 0 = 1. La division par zéro est devenue le symbole de la chausse-trappe dans laquelle il faut éviter de tomber, lorsqu’on mène un raisonnement mathématique, puisqu’elle peut aboutir à n’importe quelle conclusion.




–5 °C à Paris

« Si l’on peut trouver moins que rien, c’est que rien vaut déjà quelque chose ! » disait l’humoriste Raymond Devos. Les nombres négatifs ont longtemps suscité la même méfiance que le zéro. Aujourd’hui, ce sont nos compagnons de tous les jours : la météo que j’ai consultée affiche des températures négatives pour demain à Paris, et la prochaine fois que j’irai faire des courses dans un grand magasin, je garerai ma voiture… au niveau –1.

À l’époque de Brahmagupta, toutefois, cette notion était très abstraite. Les nombres négatifs n’ont d’ailleurs été admis en Occident que bien plus tard. René Descartes (1596-1650) les évitait encore, en rejetant toute solution négative à une équation. Dans ses Pensées, Blaise Pascal (1623-1662), pourtant grand mathématicien, écrit cette phrase surprenante : « Trop de vérité nous étonne ; j’en sais qui ne peuvent comprendre que, qui de zéro ôte 4, reste zéro. » L’humour de Raymond Devos serait tombé à plat au XVIIe siècle !

Pourquoi cette réticence de Pascal ? En fait, le savant et nombre de ses contemporains considéraient zéro comme une barrière infranchissable, comme un zéro absolu en dessous duquel on ne saurait descendre. On préférait d’ailleurs parler de quantités plutôt que de nombres. Il s’agissait ainsi d’artifices de calcul pour résoudre des équations, dont on écartait ensuite les solutions négatives.

Pascal n’aurait sans doute pas admis nos températures négatives, et aurait préféré les degrés Fahrenheit aux Celsius. C’est probablement d’ailleurs parce qu’il partageait la même gêne vis-à-vis des nombres négatifs que Daniel Gabriel Fahrenheit (1686-1736) fixa l’origine de son échelle (0 °F) à la plus basse température qu’il ait observée. C’était durant l’hiver 1709, dans la bonne ville de Dantzig où il résidait. Pour 100 °F, il choisit la température corporelle d’un cheval sain ! Dans son système, l’eau gèle à 32 °F et elle bout à 212 °F environ.
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Relation entre températures Celsius et Fahrenheit


Les variations étant linéaires dans les deux cas, la relation entre températures Fahrenheit et Celsius est affine, c’est-à-dire de la forme : TF = a TC + b. Les deux coïncidences donnent les relations : b = 32 et 100 a + b = 212 d’où : a = 1,8 et b = 32. Nous en déduisons la formule : TF = 1,8 TC + 32. Ainsi la température de 37 °C donne : 1,8 × 37 + 32 = 98,6 °F.






À vous de compter ►

Et si 2 = 1 ?


Partons de l’identité remarquable :

(a – b) × (a + b) = a2 – b2.

En divisant chaque membre de cette équation par a – b, nous obtenons : a + b = (a2 – b2)/(a – b). 

Pour a = b = 1, a2 = a et b2 = b, donc :

(a2 – b2)/(a – b) = 1.

D’où, en reportant dans l’équation précédente : 2 = 1.

Où est l’erreur ?

Réponse : a) L’identité remarquable du départ est fausse ; b) On a divisé par zéro.





L’idée que zéro véhicule une idée d’absolu a perduré jusqu’au XIXe siècle. Le mathématicien Lazare Carnot (1753-1823) écrivait ainsi en 1803, dans son traité Géométrie de position : 



« Pour obtenir réellement une quantité négative isolée, il faudrait retrancher une quantité effective de zéro, ôter quelque chose de rien : opération impossible. Comment donc concevoir une quantité négative isolée ? »





La question semble cependant résolue avec Augustin Louis Cauchy (1789-1857) qui, dans son Cours d’analyse de l’École royale polytechnique, définit les nombres négatifs simplement comme une partie numérique précédée d’un signe – :



« Le signe + ou – placé devant un nombre en modifiera la signification, à-peu-près comme un adjectif modifie celle du substantif. »





Quel est l’intérêt mathématique des nombres négatifs ? Essentiellement de s’éviter un grand nombre de cas particuliers, lorsqu’on cherche à résoudre une question mathématique de façon générale. Sans eux, pour soustraire un nombre d’un autre, il faut supposer que le premier est plus petit que le second. Tandis qu’avec leur complicité, on peut soustraire 5 de 4 pour obtenir un nombre négatif : –1.

Par exemple, à défaut d’utiliser les nombres négatifs, Al-Khawarizmi, le père des algorithmes et de l’algèbre, considérait six types d’équations du second degré afin de n’introduire que des nombres positifs. Ainsi, les équations : x2 + 10x = 39 et x2 + 21 = 10x étaient vues comme de natures différentes. Ces distinctions ont duré jusqu’à l’apprivoisement complet des nombres négatifs. Par ailleurs, l’usage des nombres négatifs simplifie la comptabilité. Un résultat affecté du signe « + » est un bénéfice, le même affecté d’un signe « – » est une perte.

 

Aujourd’hui, le zéro comme les nombres négatifs sont entrés dans l’arsenal mathématique de tout un chacun. Avec les nombres entiers positifs et zéro, ils forment ce qu’on nomme l’ensemble des entiers relatifs. Ils ne suffisent pas pour représenter toutes les quantités. L’étape suivante concerne les fractions d’entiers qui forment l’ensemble des nombres rationnels : partons à leur découverte !









Chapitre 6

D’étranges nombres qui mesurent : l’invention des rationnels


Combien vaut une seconde ? La seconde est sans doute la quantité la plus prégnante de nos existences, bien que nous n’en ayons pas nécessairement conscience. Comment est-elle calculée ? À partir d’horloges atomiques qui comptent les secondes, en mesurant un certain nombre d’oscillations de la lumière émise par des atomes de césium. Précisément, une seconde équivaut à 9 192 631 770 de ces oscillations, selon une convention fixée en 1967. Auparavant, la seconde valait 1/86 400 du jour solaire moyen. En bref, il fallait lever les yeux au ciel pour définir le temps.

Comment s’assure-t-on que le temps qui passe est cohérent avec la définition de la seconde ? Franchissez une grande grille dans la banlieue de Paris, et vous atteindrez le cœur palpitant du monde. C’est là, dans une majestueuse bâtisse blanche à belvédères, témoignage de l’architecture classique du XVIIe siècle, qu’est définie l’unité qui donne le tempo de nos vies. Ce lieu abrite en effet le Bureau international des poids et mesures, une organisation chargée de recueillir le temps produit par des horloges, réparties dans des laboratoires de la planète entière, et d’égrener, avec l’UTC, le temps universel coordonné. Le Bureau est aussi le gardien des autres unités de mesure, comme le kilogramme ou le mètre. Site d’intérêt stratégique, il est soumis à une juridiction d’exception, proche de celle d’une ambassade, qui lui assure une forme d’immunité. On y veille sur la seconde comme sur un feu qui ne doit jamais s’éteindre.

À quoi sert l’UTC ? Eh bien, à donner le tic-tac des appareils GPS (sans lequel ils commettraient des erreurs de plusieurs mètres), par exemple, ou des marchés boursiers qui enregistrent des millions d’ordres par seconde. À partir de 2025, la définition de la seconde sera peut-être fondée sur un autre atome que le césium et sur des horloges atomiques fonctionnant à ultra-basse température (à quelques centièmes de degré du zéro absolu) pour offrir davantage de précision et de stabilité dans le temps. Cette amélioration est cruciale, notamment, pour permettre aux véhicules autonomes, via leur GPS, de savoir sur quelle file d’autoroute ils roulent. La seconde deviendra alors l’un des carburants de nos voitures, en quelque sorte.

Si j’ai choisi la seconde pour introduire mon propos, c’est que l’affaire est entendue dès l’ancienne définition de la seconde (valant 1/86 400 du jour) : les nombres entiers naturels ne suffisent pas pour tout mesurer. Notez que j’aurais tout aussi bien pu me tourner vers n’importe quelle autre unité de mesure : une longueur ne correspond pas forcément à la graduation d’une règle, un poids à une subdivision prédéfinie de la livre ou du kilogramme. Cette constatation, qui nous semble banale à nous, Terriens du XXIe siècle, était loin de l’être dans l’Antiquité. Quand l’idée a enfin été acceptée, elle a provoqué une petite révolution dans les mathématiques ! Pour pouvoir mesurer n’importe quelle grandeur physique, il a en effet fallu inventer deux catégories de nombres qui n’existaient pas jusque-là : les nombres rationnels et les nombres réels.


À l’ombre des pyramides

Comment précisément est née l’idée des nombres rationnels ? Nous l’ignorons, mais elle était déjà là, en germe, chez les Grecs : en témoigne l’histoire en forme de légende qui suit. Nous sommes au VIIe siècle avant notre ère. Un riche Grec, Thalès de Milet, amateur de mathématiques, visite l’Égypte et ses pyramides, déjà anciennes à l’époque. Alors qu’il admire celle de Khéops, le pharaon le met au défi d’en trouver la hauteur. En guise de réponse, Thalès aurait remarqué : « Le rapport que j’entretiens avec mon ombre est le même que celui de la pyramide avec la sienne. »
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« Le rapport que j’entretiens avec mon ombre est le même que celui de la pyramide avec la sienne », selon Thalès.

Autrement dit, DE/EF est égal à AB/BC.



Que veut dire Thalès ? Tout simplement qu’un objet double (en hauteur) projette une ombre double, un objet triple une ombre triple, et ainsi de suite pour tout rapport entier. En lisant ce résultat à l’envers, on en déduit qu’un objet moitié a une ombre moitié, etc. En fait, dès qu’il existe un rapport entre deux objets, le même rapport se trouve entre leurs ombres. Appliquant ce principe de commensurabilité, Thalès mesure son ombre, celle de la pyramide et trouve que leur rapport est égal à 85. Il en conclut que la pyramide est 85 fois plus haute que lui.

Cette histoire ne vise pas l’exactitude historique, mais une vérité mathématique. Elle est souvent racontée au collège pour illustrer un théorème que l’on attribue à Thalès en France (depuis le Traité de géométrie élémentaire d’Eugène Rouché et de Charles de Comberousse de 1866, qui aimaient donner des noms d’auteurs aux théorèmes). Cependant, rien ne permet d’attester que cela est bien le cas, et sa première démonstration connue se trouve dans les Éléments d’Euclide. D’ailleurs, dans les autres pays, il porte en général le nom de « théorème d’intersection ».

Outre le théorème qu’il formule, ce récit nous enseigne une morale : à côté des nombres entiers naturels, il existe d’autres nombres qui s’écrivent sous forme de rapports, tels que 1/2, 4/5, 3/2, etc. De nos jours, ces fractions ont acquis le statut de nombres (rationnels positifs) qu’elles n’avaient pas dans l’Antiquité. Poussons le raisonnement un peu plus loin et nous verrons que les rationnels ne suffisent en rien pour décrire tous les nombres possibles, qu’il manque encore une pièce au puzzle que nous sommes en train de dessiner. Cette pièce, une simple question va nous y mener : avec les moyens dont disposaient les Grecs, est-il possible de construire n’importe quelle longueur à partir du moment où vous connaissez un certain rapport ?

La réponse est oui ! Les Grecs n’avaient à leur disposition, pour dessiner des figures, que des règles (non graduées) et des compas. Si je vous donne un segment AB et un nombre rationnel, 5/6 par exemple, il vous sera facile de construire un segment AC ayant le rapport de 5 à 6 (soit 5/6) avec AB. Avec la règle (non graduée) et le compas, il vous suffira d’appliquer le théorème utilisé par Thalès pour calculer la hauteur de la pyramide, comme l’illustre la figure ci-contre.


À vous de compter ►

Jeu à la mode grecque


Combien existe-t-il de nombres entiers à deux chiffres, dont le quotient par la somme de leurs chiffres est égal à cette somme ?

Réponse : a) un ; b) deux.
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Construction d’un rapport : tracez une droite passant par A puis six segments égaux. Joignez l’extrémité du dernier (notée 6) à B, puis tracez la parallèle à cette droite passant par le point marqué 5. Cette droite coupe AB en C. Le rapport de AC à AB est le même que celui de 5 à 6.




À vous de compter ►

Hauteur d’un arbre


Un arbre est situé à 12 mètres de vos pieds, vous tenez un bâton de 1 mètre de long verticalement à la hauteur de votre œil droit, au bout de votre bras. Celui-ci se trouve ainsi à 80 centimètres de votre œil. En visant en bas et en haut du bâton, vous voyez le bas et le haut de l’arbre. Quelle est sa taille ?

Réponses : a) On ne peut pas le savoir ; b) 15 mètres ; c) 20 mètres.








La raison n’explique pas tout

Là où je veux en venir, c’est que tout rapport de nombres entiers est un rapport de longueurs. C’est le premier point de ma démonstration. Maintenant, posons-nous la question (et c’est là que les choses vont se corser) : la réciproque est-elle vraie ? Tout rapport de longueurs est-il un rapport de nombres entiers ? Thalès, à l’image de la pensée dominante de l’époque, le croyait probablement. Cinquante ans plus tard, Pythagore en fit le fondement de sa philosophie : « Tout est nombre », qu’il faut entendre comme « Tout est entier naturel ». Nous le savons aujourd’hui : Pythagore est allé un peu vite en besogne avec cette affirmation péremptoire.

Pour être égales aux rapports entre nombres entiers, il est en effet nécessaire que les longueurs (ou les quantités, de façon générale) aient une commune mesure, soient commensurables en d’autres termes. Ce qui signifie que, si AB et BC sont deux segments contigus, on peut placer un point U tel que AB et AC soient tous les deux multiples de AU (AU est la commune mesure). Or Pythagore lui-même prouva qu’il existe des grandeurs incommensurables, le côté et la diagonale d’un carré par exemple. Comment ? Voici le récit de sa découverte, si l’on en croit la légende.


[image: image]

Commensurabilité : AB et AC sont commensurables s’il existe un point U tel que AB et AC soient multiples de AU.



Pythagore dessine un carré, qu’il divise en quatre pour en former deux autres. Il en déduit que la surface du grand est le double de celle du petit. Il cherche la commune mesure entre leurs côtés, celle qui permet de les compter en nombres entiers. Le rapport est-il égal à 3/2, 7/8, etc. ? Ne le trouvant pas, il analyse la situation en supposant l’inconnu, connu… pour mieux le découvrir. En conclusion, sa recherche aboutit à une absurdité. La diagonale d’un carré n’est pas commensurable à son côté. En conclusion, il existe des grandeurs incommensurables !

Suivons son raisonnement, un tantinet subtil ! En les comptant à l’aune de cette commune mesure, les côtés AB et CD sont des nombres entiers, et l’égalité des surfaces s’écrit : AB2 = 2 × CD2.
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Découpage d’un carré : en découpant un carré (de côté AB), on peut en former deux (de côté CD). Cette figure correspond à celle que décrit Socrate à l’esclave dans le Ménon de Platon. Il s’agit sans doute de la première forme du théorème de Pythagore.



Sa double écriture n’empêche pas ce nombre d’avoir une seule factorisation, comme tout nombre entier. Ici commence un raisonnement mathématique d’une grande finesse, l’un des plus anciens de cette nature. Bien que nous ne connaissions aucun de ces nombres, nous imaginons la factorisation de : AB2 = 2 × CD2 et y comptons les occurrences du facteur 2 en utilisant chacune des formes, à droite et à gauche du signe égal. Ce nombre est pair dans AB2, puisque chaque apparition dans AB est doublée par l’effet de la multiplication par lui-même. Le même phénomène se produit dans CD2. En multipliant cette quantité par 2, on en ajoute un. Le nombre de facteurs 2 dans 2 × CD2 est donc impair.

Ainsi, l’égalité AB2 = 2 × CD2 conduit à une absurdité : le nombre de facteurs 2 est à la fois pair (dans AB2) et impair (dans 2 × CD2). L’hypothèse de l’existence d’une commune mesure entre les côtés des deux carrés aboutit à une absurdité, elle est donc fausse (voir Glossaire, Principe du tiers exclu).

L’idée de Pythagore s’écroule : il existe des longueurs incommensurables. Son dogme « Tout est nombre » ne retrouvera vie que dans les temps modernes, quand d’autres « objets » seront admis dans le champ des nombres, en particulier le rapport de la diagonale au côté du carré, racine de 2 que nous notons √2 aujourd’hui… et que nous disons irrationnelle, non parce que ce nombre ne serait pas raisonnable, mais parce qu’il ne s’agit pas d’un rapport d’entiers. Dans « rationnel » figure aussi la notion de partage, comme dans « ration ». En résumé, Pythagore se fourvoyait en pensant que l’arbre des mathématiques ne portait qu’un seul fruit, les nombres entiers (et leur extension, les nombres rationnels). C’était sans compter sur les nombres irrationnels.


À vous de compter ►

Paradoxe de Lewis Carroll
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Le carré du haut, de côté 8 donc d’aire 64, est découpé, et ses morceaux arrangés pour obtenir le rectangle du bas, de côtés 5 et 13, donc d’aire 65. Ainsi, 64 = 65. Où est l’erreur ?

Réponse : a) Les calculs sont faux ; b) La figure du haut est fausse ; c) La figure du bas est fausse.








L’importance de la règle et du compas

Si la diagonale du carré est irrationnelle, elle est cependant constructible au moyen des deux instruments de la géométrie grecque : la règle et le compas. L’intuition des mathématiciens grecs de l’Antiquité, comme Pythagore et Euclide, était sans doute que toute grandeur – et donc tout nombre au sens moderne – était constructible au moyen de ces instruments (d’où leur importance ultérieure, d’ailleurs, dans la symbolique maçonnique). Pour les Grecs anciens, résoudre un problème revenait souvent à construire sa solution à la règle et au compas. Par exemple, on peut construire la diagonale d’un carré, si on connaît son côté, en utilisant trois fois le compas et deux fois la règle, comme illustré ci-après.
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Construction d’une diagonale de carré en ne connaissant que le côté [AB] : tracez le cercle passant par A, de centre B. Il coupe (AB) en un point C. Tracez les cercles de centres A et C passant par C et A. Ils se coupent en un point D. Tracez la droite (BD). Elle coupe le premier cercle en un point E. [AE] est la diagonale cherchée.



Sur le papier, une telle construction fournit une médiocre valeur approchée. La précision totale est impossible… sauf dans le monde des idées cher à Platon. Pour les mathématiciens grecs comme pour leurs successeurs, derrière la règle et le compas se cachent ainsi des concepts. Ceux-ci sont définissables de manière abstraite à partir de la notion de distance, plus court chemin d’une part, et points équidistants de l’autre. Par ailleurs, dans le monde des idées, la construction à la règle et au compas est exacte.

Cette remarque est souvent avancée pour justifier l’utilisation exclusive de ces instruments et expliquer pourquoi les mathématiciens grecs boudaient l’équerre pour leurs constructions, par exemple. De fait, la raison profonde du recours exclusif à la règle et au compas est d’ordre mystique, pas mathématique. Le cercle et la droite sont considérés comme les seules formes parfaites. Chez les pythagoriciens, le cercle est d’ailleurs associé au « un », donc à la divinité, tandis que la droite correspond à la rectitude morale.




Problème insoluble

Quelles conséquences eut tout ce fatras idéologique ? Les mathématiciens grecs s’engluèrent dans la pensée que toute grandeur devait être construite à la règle et au compas, idée abandonnée de nos jours. On lui doit cependant un problème qui a traversé plusieurs millénaires avant d’être résolu, mais par la négative : la fameuse quadrature du cercle. En termes modernes, ce problème est lié au calcul de l’aire d’un cercle en fonction de son rayon. En termes antiques, il s’agit de construire à la règle et au compas un carré de même aire qu’un cercle donné.

De nos jours, la question est liée au nombre que nous notons π depuis le grand mathématicien du XVIIIe siècle, Leonhard Euler (1707-1783). Même si d’autres l’ont désigné ainsi avant lui, c’est lui qui a définitivement fixé la notation. La lettre grecque π, qui correspond au p de notre alphabet, est l’initiale du mot grec qui signifie « périmètre », et non pas « aire ». Pourquoi ? La définition de π, comme rapport entre la circonférence d’un cercle et son diamètre, est reliée à la quadrature du cercle grâce à un double résultat (établi par Archimède) que vous avez appris par cœur à l’école : si R est le rayon d’un cercle, sa circonférence est égale à 2πR et son aire à πR2.
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Une quadrature du cercle ne respectant pas les règles. En un demi-tour, le cercle de gauche, de rayon unité, décrit la longueur π. Grâce au théorème de Pythagore… et à quelques calculs, la construction géométrique ci-dessus permet d’en déduire √π et donc un carré d’aire π.



L’échec de la quadrature du cercle (l’impossibilité de construire géométriquement un cercle et un carré de même aire) ne doit pas faire oublier que l’on peut approcher les grandeurs d’aussi près que l’on veut par des fractions. Incapable de calculer la surface du cercle en fonction de son rayon, Archimède en proposa ainsi un encadrement. En termes modernes, il montra rigoureusement que :
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Pour prouver cette inégalité, il encadra le cercle par des polygones réguliers comme ci-après.
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Encadrement du cercle par deux carrés, qui permet de trouver un encadrement grossier de π : 2 < π < 4.



Il fallut attendre la fin du XIXe siècle et Carl von Lindemann (1852-1939) pour que le problème soit démontré impossible. Cela faisait malgré tout longtemps que l’expression « quadrature du cercle » était devenue synonyme de problème insoluble, même si d’autres défis, comme la duplication du cube (trouver un cube de volume double) ou la trisection de l’angle (diviser un angle en trois parties égales), l’ont été tout autant, et pour les mêmes raisons.




Calcul sur le Nil

Cette quadrature impossible avec les règles imposées ne doit pas faire oublier qu’un grand nombre de quadratures étaient possibles dès l’Antiquité. Ce problème du calcul d’aires semble être apparu en Égypte, où l’on cherchait à mesurer la surface des terres cultivables. Le papyrus Rhind, qui remonte au XVIe siècle avant notre ère, exhibe ainsi de tels calculs d’aires, en particulier des champs presque rectangulaires (voir Toutes les mathématiques du monde, chapitre XX). 

Pour calculer les aires, les Égyptiens utilisaient des nombres entiers et des fractions de numérateur 1 telles que : 1/2, 1/3, 1/4, etc. Toutes ces fractions représentaient le partage de l’unité en plusieurs parties égales. Quand d’autres fractions étaient requises, ils les décomposaient en addition de fractions de numérateurs égaux à 1, par exemple : 5/6 = 1/2 +1/3 (sauf dans le cas de la fraction 2/3, qu’ils conservaient sous cette forme). Cette habitude a laissé des traces dans les mathématiques modernes : de nos jours, on appelle fraction égyptienne toute fraction de numérateur égal à 1, et certains mathématiciens s’intéressent aux décompositions des nombres rationnels comme somme de telles fractions de dénominateurs distincts, tel :
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L’art de décomposer


Commençons par essayer de développer 1 à la mode égyptienne. La décomposition la plus immédiate est : 1 = 1/2 +1/2. 

Malheureusement, ce développement ne convient pas, puisqu’il contient deux fois le même dénominateur. Une idée simple permet de poursuivre : 1/2 = 1/3 + 1/6 donc : 1 = 1/2 + 1/3 + 1/6. Cette idée est générale. Voyons-la à l’œuvre sur l’exemple de 3/7. Tout d’abord : 3/7 = 1/7 + 1/7 + 1/7, puis : 1/7 = 1/8 + 1/(7.8) donc : 

3/7 = 1/7 + 1/8 + 1/56 + 1/8 + 1/56.

Nous recommençons, ce qui nous permet d’obtenir en ordonnant les fractions égyptiennes suivant les dénominateurs croissants :

3/7 = 1/7 + 1/8 + 1/9 + 1/56 + 1/57 + 1/72 + 1/ 3192.

Tout nombre rationnel peut être décomposé de cette manière. Cette méthode est simple, mais présente le défaut de ne pas économiser le nombre de fractions mobilisées. Ainsi, nous pouvons trouver une décomposition de 3/7 en trois fractions seulement : 3/7 = 1/3 + 1/15 + 1/35. Des algorithmes existent pour ce faire, mais ils dépassent le cadre de cet ouvrage.








Des nombres réels pour tout mesurer

Quels nombres atteint-on quand on mesure des longueurs – pour fixer les idées, mais c’est la même chose pour les aires, les volumes, etc. ? Pour étudier la question, imaginez vouloir mesurer un segment OA. Comment procédez-vous ? Sans doute prenez-vous une règle graduée.
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Pour mesurer une longueur, on la porte le long d’une règle graduée. Ici, OA vaut entre 2,6 et 2,7.



Vous faites correspondre le point O et la graduation 0 de la règle, puis placez celle-ci le long du segment OA : le point A se situe alors entre deux graduations, disons entre 2 et 3. La longueur vaut donc 2, augmenté de quelque chose. Comment l’évaluer plus précisément ? Tout simplement en utilisant les graduations directement inférieures (les dixièmes). La longueur se situe entre deux de ces graduations, disons entre 6 et 7. On peut imaginer continuer ainsi à l’infini, même si, en réalité, nous ne pouvons dépasser une certaine précision.

La longueur OA est donc représentée par un développement décimal, éventuellement illimité. De plus, une suite infinie de 9, comme 2,999…, par exemple, est impossible car correspondant au nombre directement supérieur (ici 3). La notion de développement décimal illimité, de nombre réel en d’autres termes, est donc un bon modèle mathématique pour étudier celle de longueur et, de façon plus générale, de toute mesure de même nature. De façon paradoxale, même s’ils représentent des quantités finies, la définition des nombres réels requiert la notion d’infini (nous reviendrons sur cette question au chapitre 9, Vertiges et paradoxes de l’infini).

Parvenus à ce niveau, l’expérience du calcul suggère que l’écriture décimale permet d’atteindre les nombres avec toute précision désirée, quelle qu’elle soit. Celle-ci n’a pas de limite et on peut, par exemple, parler du milliardième chiffre après la virgule du nombre π. Jusqu’à la fin du XXe siècle, ce genre d’affirmation avait un côté gratuit, car personne n’était en mesure de connaître la milliardième décimale d’un nombre comme π. Aujourd’hui, nous savons qu’il s’agit du chiffre 2 (voir le chapitre 10, L’ère numérique), et il nous est facile d’imaginer que tout nombre possède un ne chiffre après la virgule, et cela pour tout entier n, aussi grand soit-il.

Un développement décimal est en définitive une suite de chiffres, telle que 65, 692 873 451… à l’infini, avec la condition suivante : les chiffres ne sont pas tous égaux à 9 à partir d’un certain rang. Le résultat est ce que l’on appelle un nombre réel. Ces nombres permettent de représenter la notion intuitive de mesure (longueur, aire, volume, temps, etc.). 




De l’art de noter

Sonder les dogmes mathématiques des Grecs anciens nous a amené à la conclusion que les nombres réels étaient nécessaires si l’on voulait mesurer toutes les longueurs possibles. Mais est-il possible de tout mesurer ? Pour finir ce chapitre, j’aimerais m’écarter du strict champ des mathématiques et vous montrer qu’habiller les choses de mathématiques ne garantit en rien que l’on s’approche de la réalité. J’ai déjà abordé cette critique au premier chapitre, lorsque j’évoquais la toute relativité de la mesure de la richesse et du bonheur, mais je voudrais y revenir, tant le sujet me tient à cœur (et parce qu’il est inépuisable dans cette société qui colle des nombres partout et à tout le monde !).

Notons déjà que mesurer suppose d’utiliser une unité de mesure. Par exemple, que veut dire : mesurer la qualité d’un texte ? Ayant enseigné en classes préparatoires, j’ai été directement concerné par la question ou j’ai eu le loisir de voir mes collègues plongés dans l’embarras quand ils devaient établir un barème objectif alors que la matière ne l’était pas. Pour évaluer la qualité d’un texte, les correcteurs d’examens découpent en général la notation en plusieurs parties. Par exemple, une dissertation sera évaluée sur la qualité de l’expression, la pertinence des exemples choisis, la qualité de l’argumentation…

Tous les jurys d’examen ou de concours privilégient de tels critères. C’est le cas dans les concours des prix littéraires et, même s’il existe souvent une certaine cohérence entre les notes des différents membres d’un jury, des surprises sont possibles. La mesure devient alors subjective, quelque précis et judicieux soit le barème de notation. D’autre part, il est facile de fabriquer un barème destiné à obtenir une note moyenne fixée à l’avance. Même si chaque sous-note liée à un critère peut être établie de manière totalement objective, le poids donné à chacune permet d’ajuster les notes définitives (voir L’art de tricher avec les notes, p. 135).

Ces quelques exemples montrent que noter ou évaluer est plus un art qu’une science. Il existe d’ailleurs une discipline qui s’est posée en science de la vérification des connaissances : la docimologie. Son père est le psychologue Henri Piéron (1881-1964). Quelques années plus tard, un autre savant préoccupé par la pédagogie, le physiologiste Henri Laugier (il contribuera plus tard à la création du Palais de la découverte, le célèbre musée scientifique de Paris), tenta une expérience originale : il fit corriger 166 copies d’agrégation d’histoire, puisées dans les archives de l’Éducation nationale, par deux professeurs sérieux et expérimentés, travaillant séparément. Le résultat fut que la moyenne des notes du premier correcteur dépassa de deux points celle du second. Belle symétrie, le candidat classé avant-dernier par l’un était classé deuxième par l’autre ! Les écarts de notes allaient jusqu’à 9 points, et la moitié des candidats reçus par un correcteur était refusée par l’autre…

Cette expérience fut renouvelée dans d’autres disciplines et à d’autres niveaux. Les résultats furent confirmés, même dans des épreuves de sciences exactes comme les mathématiques. On généralisa en faisant corriger la même copie aux mêmes correcteurs, à des époques différentes. Là encore, les résultats varièrent de manière importante.

Quel bilan concret tirer de ces enseignements ? Le seul apport actuel de ces études semble être le choix de sujets plus faciles à noter. En mathématiques, par exemple, on peut accorder la moitié des points à des exercices faits récemment en classe, un quart à d’autres demandant de transposer des idées déjà vues et le reste à des questions exigeant de l’imagination. Ainsi, l’élève travailleur devrait avoir au moins la moyenne, même si seul un élève comprenant vraiment les mathématiques pourrait obtenir une note avoisinant le score maximal. Avis aux professeurs qui lisent ces lignes… Pour les autres lecteurs, retenez surtout qu’il faut garder mesure en toute chose, y compris en ce qui concerne les tests de mesure !




L’art de tricher avec les notes

Voici un exemple de notation sur 20 de quatre parties (A, B, C et D) d’un même devoir pour quatre candidats (I, II, III et IV). Comment bidouiller les notes pour aller dans le sens de l’examinateur ?




	
	
I


	
II


	
III


	
IV





	
A


	
14


	
12


	
10


	
16





	
B


	
10


	
8


	
6


	
12





	
C


	
4


	
6


	
14


	
10





	
D


	
8


	
4


	
12


	
14






Si chaque partie compte de la même façon, les notes finales sont 9 pour I (la moyenne de 14, 10, 4 et 8), 7,5 pour II (la moyenne de 12, 8, 6 et 4), 10,5 pour III (la moyenne de 10, 6, 14 et 12) et 13 pour IV (la moyenne de 16, 12, 10 et 14). Comment faire pour que chacun ait la moyenne ? Il existe plusieurs solutions. La plus simple est appelée « règle de l’élastique ». Elle consiste à multiplier chaque note par le même nombre. Ici, il suffit que la moins bonne note (7,5) devienne 10, ce qui correspond à la multiplication par 4/3. Les notes deviennent alors 12 pour I, 10 pour II, 14 pour III et 17,33 pour IV, ce que l’on peut arrondir à 17 ou 17,5 si on préfère.

Bien entendu, la méthode a le défaut de risquer l’attribution de notes supérieures à 20. Pour essayer de l’éviter, on cherche d’autres pondérations, ce qui n’est pas toujours envisageable. Il est clair que ce genre de manipulations peut faire douter de la possibilité de tout mesurer. L’important est sans doute d’obtenir un classement qui reste le même, quel que soit le barème. Ce n’est malheureusement pas possible. Pour le montrer, le plus simple est de considérer un devoir noté sur deux parties.





	
	
I


	
II


	
III


	
IV





	
A


	
10


	
8


	
11


	
17





	
B


	
14


	
12


	
8


	
11






Si chacune a le même poids, les notes finales sont 12 pour I, 10 pour II, 9,5 pour III et 14 pour IV. Le classement est donc IV en tête puis I, II et III. Si A pèse pour 1/4 et B pour 3/4, les notes deviennent 13 pour I, 11 pour II, 8,75 pour III et 12,5 pour IV. Dans le classement, I et IV ont été permutés.


À vous de compter ►

L’art de noter


Un devoir comporte deux parties, chacune notée sur 20. L’élève I a 4 et 16 à chacune des parties, l’élève II a 5 et 15. Peut-on trouver un barème classant I en tête, et un autre y plaçant II ?

Réponse : a) Oui ; b) Non ; c) Il est impossible de le savoir.













Chapitre 7

Le triomphe des équations


Quelle était donc la masse des deux trous noirs qui avaient fusionné ? Voilà la question qui agita les scientifiques de l’instrument Ligo, après avoir observé les toutes premières ondes gravitationnelles jamais détectées. « Un pépiement d’oiseau », c’est ainsi que les chercheurs qualifieront plus tard le signal qu’ils captèrent le 14 septembre 2015, à 9 h 50 min 45 s (heure universelle UTC). Il est vrai qu’il fallait tendre l’oreille pour percevoir ce murmure de l’espace-temps, qui venait non pas des profondeurs d’une forêt, mais d’une lointaine galaxie où un véritable cataclysme jadis s’était déroulé.

L’instrument Ligo, implanté aux États-Unis, est composé de deux bras de plusieurs kilomètres de long dont la longueur varie quasi imperceptiblement (le quasi est important) quand des coins de l’Univers ont des bouffées de fièvre et irradient des ondes gravitationnelles, ces sortes de rides à la surface de l’espace-temps. Mais quel événement dantesque avait bien pu secouer l’espace-temps au point de déformer la toile même qui constitue l’étoffe de l’Univers ?

L’équipe fit tourner sur ordinateur des simulations et l’identifia : la fusion de deux trous noirs. La résolution des équations modélisant l’émission d’ondes lors de la coalescence des deux trous noirs précisa même la masse des deux astres : 36 et 29 fois la masse solaire. En fusionnant, les deux astres avaient accouché d’un nouveau trou noir, 62 fois (et non 65) plus lourd que le Soleil…

Les mathématiques permirent de brosser plus précisément le scénario de la catastrophe – et notamment de prendre conscience que la puissance totale libérée dans les ondes gravitationnelles lors de la collision était cinquante fois plus grande que la puissance diffusée, pendant ce temps, par toutes les étoiles de l’Univers réunies ! Cette première prise dans les filets des ondes gravitationnelles marquait un tour de force scientifique, bientôt récompensé par un prix Nobel.

La résolution d’équations figure aujourd’hui en bonne place dans l’arsenal des scientifiques, ingénieurs comme chercheurs. Depuis longtemps, savoir additionner des nombres et les manipuler ne leur suffit plus pour résoudre tous les problèmes qu’ils rencontrent. Il leur faut souvent effectuer le cheminement inverse, à savoir partir du résultat (ici, la forme et l’amplitude des ondes gravitationnelles) et aller à la recherche d’un ou plusieurs nombres (la masse des deux trous noirs) qui expliquent ce qu’ils ont observé ou qui vérifient les contraintes qu’ils se sont posées, comme la géométrie d’un pont suspendu ou celle d’une turbine de moteur d’avion. Comment, au cours de l’Histoire, les mathématiciens sont-ils passés des nombres aux équations ? Ont-ils facilement embrassé ce retournement de perspective ?


Gloire aux explorateurs de l’inconnue !

Le triomphe des équations dans le monde scientifique contemporain est avant tout celui d’une méthode : l’idée de donner un nom à ce que l’on cherche, avant de l’avoir trouvé, voire de savoir si cette chose existe. La préhistoire de cette démarche se trouve chez Pythagore. Nous l’avons vu dans sa démonstration de l’irrationalité de √2, puisqu’il y imagine un nombre qu’il ne connaît pas. En mathématiques, l’une des méthodes d’étude les plus courantes ressemble à un canular : pour résoudre un problème, on le suppose résolu ! On part du principe que le problème est résolu et on tire sur le fil, afin d’analyser toutes les conséquences de cette hypothèse. Parfois, ce cheminement mène à une contradiction, c’est la base du raisonnement par l’absurde que vous avez dû apprendre au lycée.

Les premiers mathématiciens qui ont cherché à formaliser des problèmes sous forme d’équations ont emprunté cette voie – imaginer le problème résolu. Parce qu’il fallait bien nommer la chose inconnue qu’ils cherchaient, ils prirent pour habitude de l’appeler x. Comment est apparue cette tradition ? C’est une longue et intéressante histoire, qui prend ses racines dans l’Antiquité. Le mathématicien grec Diophante eut le premier l’idée de donner un nom à l’inconnue. Nommer l’inconnue n’est pas une idée banale, c’est un moyen de la dompter, de lui donner une réalité. Si on m’autorise cette analogie, je dirai que c’est pour les mêmes raisons que les religions issues du judaïsme s’interdisent de nommer Dieu. Ainsi le tétragramme YHWH (par lequel Dieu est désigné dans l’Ancien Testament) est-il imprononçable et remplacé dans les discours par Adonaï en hébreu (« Seigneur » en français). Dans la pensée antique, dont nous sommes les héritiers, nommer est prendre un pouvoir sur ce que l’on considère.

Cette inconnue, Diophante l’appelait arithmos, c’est-à-dire « le nombre » en grec. Chacun connaît ce terme, sur lequel le mot « arithmétique » a été forgé. Diophante écrivait ensuite l’énoncé du problème en toutes lettres. Cela donnait des phrases lourdes, même si elles restaient claires. Imaginons qu’on lui ait posé cette colle (inspirée du fameux problème envoyé par Gustave Flaubert à sa sœur Caroline – voir l’encadré Flaubert mathématicien) :



« Un capitaine a deux ans de moins que sa femme, qui est trois fois plus âgée que leur fils. Celui-ci a deux ans de plus que sa sœur. À eux tous, ils ont 100 ans. Quel est l’âge du capitaine ? »





Diophante aurait commencé son calcul en posant :



« L’âge du capitaine est 1 arithmos, celui de sa femme est 1 arithmos plus 2, celui du fils 1 arithmos plus 2, le tout divisé par 3, etc. »





Je n’irai pas plus loin, car une bonne page serait nécessaire…

La tradition de Diophante passa aux mathématiciens arabes du Moyen-Âge, qui changèrent le mot utilisé. Au IXe siècle, Al-Khawarizmi nommait l’inconnue shay, ce qui signifie « la chose ». Les Andalous, alors sous influence arabe, écrivaient ce mot en caractères latins xay. René Descartes accomplit l’ultime simplification en ne gardant que l’initiale de xay. La lettre x venait de trouver son emploi mathématique.


Flaubert mathématicien




« Puisque tu fais de la géométrie et de la trigonométrie, je vais te donner un problème : Un navire est en mer, il est parti de Boston chargé de coton, il jauge 200 tonneaux, il fait voile vers Le Havre, le grand mât est cassé, il y a un mousse sur le gaillard d’avant, les passagers sont au nombre de douze, le vent souffle NNE, l’horloge marque trois heures un quart de l’après-midi, on est au mois de mai… On demande l’âge du capitaine. »



Gustave Flaubert



Rien dans l’énoncé ne permet de résoudre le problème. Toutes les données étant inutiles, on peut donc le résumer à la question finale : quel est l’âge du capitaine ?






À vous de compter ►

L’âge du capitaine


Un capitaine mathématicien a fêté ses 100 ans en 2005 et, à nouveau, en 2020. Quel âge atteindra-t-il en 2021 ?

Réponse : a) La question est absurde ; b) 50 ; c) 65.








La naissance des équations

Mine de rien, cette lettre x a créé tout un pan nouveau des mathématiques, l’algèbre : en allant de l’arithmos à x en passant par « la chose », la méthode s’était affinée et l’écriture en toutes lettres s’était transformée en une écriture ou x était passible des mêmes opérations que n’importe quel nombre. Autrement dit, le calcul littéral, c’est-à-dire le calcul sur les lettres, était né. Découvrons-le sur l’exemple précédent. En suivant l’énoncé, si x est l’âge du capitaine, celui de sa femme est x + 2, celui du fils (x + 2)/3 et celui de la fille (x + 2)/3 – 2. La condition posée dans l’énoncé s’écrit sous la forme :
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Autrement dit, on obtient une équation en x, c’est-à-dire une égalité dont nous pensons qu’elle n’est vérifiée que par une ou quelques valeurs de x, celles que nous cherchons à calculer. Si l’on s’en tient à la forme, il n’existe aucune différence entre une équation et une identité – comme (x + 1)2 = x2 + 2 x + 1 : même x, même signe « = » entre deux membres. La différence se situe au niveau du sens.

Une identité est une égalité vraie pour toutes les valeurs de x. Une équation est une égalité vraie pour certaines valeurs de la variable. La règle du jeu est de trouver ces valeurs, ou de prouver qu’il n’y en a aucune. La différence peut sembler mince, elle est pourtant énorme.

Retournons au problème du capitaine ! En supposant que l’âge du capitaine soit un nombre entier (c’est-à-dire sans virgule), il serait facile d’essayer les quelques valeurs envisageables. Les hommes mariés ont rarement moins de 18 ans ou plus de 120 ans ! Par exemple, si nous essayons x = 30, nous obtenons : 30 + 32 + 32/3 + 32/3 – 2 = 100 c’est-à-dire : 60 + 64/3 = 100 qui implique 64/3 = 40 puis 64 = 120, qui est faux. En essayant toutes les valeurs entières vraisemblables, nous trouverons effectivement le résultat. Cela dit, il est envisageable que la solution d’un tel problème soit fractionnaire. De plus, un peu de calcul littéral permet de simplifier cette équation. Comment faire ? C’est simple, il suffit de suivre les mêmes règles qu’en calcul arithmétique. Par exemple x + (x + 2)/3 vaut x + x/3 + 2/3, donc (1 + 1/3) x + 2/3, soit (4/3) x + 2/3.

Nous appliquons ces règles pour regrouper les termes en x dans le membre de gauche, et les autres dans celui de droite. Le mot « algèbre » vient de ces manipulations de membres qu’affectionnait Al-Khawarizmi, au IXe siècle de notre ère. L’étymologie du mot est arabe. L’algébriste est celui qui manipule les membres des équations, ou des personnes. En Espagne, les rebouteux sont encore appelés ainsi. En jouant adroitement sur les membres de notre équation, nous obtenons : (2 + 2/3) x = 100 – 4/3. En réduisant les fractions au même dénominateur : (8/3) x = 296/3. Donc : x = 296/8, soit x = 37. Conclusion : le capitaine a 37 ans.




Un lien insoupçonné

Voilà pour les équations basiques, mais que se passe-t-il si nous montons d’un niveau de complexité ? Alors les formules que nous avons rencontrées plus haut, qui s’écrivent avec des x simples, s’enrichissent de termes en x à la puissance 2 ou à une puissance quelconque. Une formule composée de tels termes s’appelle un polynôme. Pourquoi ce nom ? Un polynôme est une somme de plusieurs monômes, poly signifiant « beaucoup » en grec. D’un point de vue étymologique, que sont ces « nômes » ? Selon certains linguistes, « nôme » viendrait d’onoma, qui signifie « nom ». Cette interprétation colle à la réalité mathématique : un monôme se nomme par son degré (la puissance) et un monôme a un seul degré. Le degré peut être nul (comme celui de 2), égal à 1 (5x), à 2 (3x2), etc. Dans un polynôme quelconque, le degré est égal à celui des monômes qu’il contient dont la puissance est la plus élevée.

Il existe toutefois une autre étymologie : nomos signifierait « loi ». On peut penser alors à une « loi » de calcul, ce que l’on nomme « fonction » en mathématique. Chemin faisant, ces deux étymologies éclairent la différence subtile entre polynôme, formule et fonction. D’un côté, les polynômes sont des « êtres » formels, de l’autre, des lois de calcul. Ainsi, 2 – 3x2 + 4x4 est un objet sur lequel on peut effectuer un certain nombre d’opérations (addition, multiplication, division, etc.), mais également une fonction : celle qui, à chaque valeur substituable à x (comme 5) associe le nombre 2 – 3x2 + 4x4 (ici 2 – 3 × 52 + 4 × 54 = 2 427).


À vous de compter ►

L’âge de Diophante


Sur la tombe du mathématicien grec, on pouvait lire l’épitaphe suivante, selon la légende :

« Il resta enfant pendant le sixième de sa vie, après un autre douzième, ses joues se couvrirent de barbe, après un septième, il alluma le flambeau du mariage, cinq ans après il lui naquit un fils, mais celui-ci, enfant malheureux, quoique passionnément aimé, mourut arrivé à peine à la moitié de l’âge finalement atteint par son père. Diophante vécut encore quatre ans, adoucissant sa douleur par des recherches sur la science des nombres. »

Quel âge le grand homme a-t-il atteint ?

Réponse : a) 84 ; b) 65 ; c) 92.





Comment résoudre les équations constituées de polynômes ? Grâce à une propriété si peu naturelle qu’elle a échappé aux mathématiciens pendant plusieurs millénaires : les polynômes sont reliés aux courbes.

Avec les polynômes, la géométrie se mue en algèbre. Jusqu’à Descartes, géométrie et algèbre étaient vues comme deux domaines distincts, même si la géométrie était parfois l’occasion de calculs algébriques et des idées géométriques pouvaient aider dans des questions algébriques. La relation entre les deux disciplines devint systématique avec l’utilisation des repères que l’on nomme aujourd’hui cartésiens, et qui furent inventés longtemps avant la naissance de Descartes par l’un des grands penseurs du Moyen-Âge, Nicole Oresme (1320-1382). Eh oui, cette période de notre histoire fut moins obscure qu’on l’imagine parfois ! Du moins, quelques lumières brillaient, et parmi elles Nicole Oresme, un homme très en avance sur son temps. En particulier, il eut l’intuition que les nombres irrationnels sont bien plus « nombreux » que les nombres rationnels, une question qui sera élucidée par Georg Cantor à la fin du XIXe siècle.

Mais revenons aux polynômes et à la géométrie. Pour expliciter le lien entre polynômes et géométrie, je vais être obligé d’introduire un repère cartésien en bonne et due forme – d’avance désolé si les lignes qui suivent ressemblent un peu trop à l’énoncé d’un manuel scolaire ! Un repère cartésien est un ensemble de deux droites perpendiculaires du plan. Par commodité et comme indiqué sur la figure qui suit, je considérerai la première comme horizontale et dirigée de gauche à droite, la seconde, verticale et orientée de bas en haut. O est leur point d’intersection. Un point M du plan se projette sur ces droites en deux points P et Q. On note : x = OP et y = OQ. x est appelé l’abscisse de M, y, son ordonnée et, de façon globale, x et y, ses coordonnées. Même s’il vient du latin du Moyen-Âge, le mot « abscisse » fut introduit par Leibniz, longtemps après Nicole Oresme. Il signifie « ligne coupée ». Le mot « ordonnée » vient de Descartes lui-même, qui parlait de droites menées d’une manière ordonnée.
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Repérage d’un point du plan utilisant deux droites.



Ce préambule posé, que signifie géométriquement une équation comme : y = x + 1 ? A priori, on peut lui associer l’ensemble D des points M du plan dont les coordonnées (x et y) vérifient l’égalité : y = x + 1. Le théorème de Thalès (voir le chapitre 6, D’étranges nombres qui mesurent) permet de démontrer qu’il s’agit d’une droite :
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Lien entre équations et droites : si A et B sont les points de coordonnées (–1,0) et (0,1), d’après le théorème de Thalès, un point M de coordonnées (x, y) de la droite (AB) vérifie : y = x + 1 et réciproquement.



De façon générale, toutes les relations du type : y = 4x + 1 (où 4 et 1 peuvent être remplacés par n’importe quel nombre) représentent des droites. Cette remarque ne se limite pas aux droites (voir l’encadré Équation d’un cercle) : à tous les polynômes peuvent être associées des courbes dans le plan. Autrement dit, les problèmes de géométrie sont des problèmes d’algèbre, et réciproquement. Toute courbe est équation et toute équation est courbe. Descartes fut le premier à en tirer les conséquences pour résoudre graphiquement une équation.


Équation d’un cercle


D’après le théorème de Pythagore, l’ensemble C des points M du plan dont les coordonnées (x et y) vérifient : x2 + y2 = 1 est le cercle de centre O et de rayon 1. En effet, si M a pour coordonnées x et y, OM2 = x2 + y2. M appartient donc au cercle de centre O et de rayon 1 si et seulement si : x2 + y2 = 1.
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Les racines du mal

Pour résoudre une équation, par exemple x3 – 15x – 4 = 0, une idée est de tracer la courbe d’équation y = x3 – 15x – 4 et de lire sur le graphique l’abscisse des points d’intersection avec l’axe des x.
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Tracé de la courbe d’équation : y = x3 – 15 x – 4 (au moyen d’une calculatrice graphique). Les solutions de l’équation : x3 – 15x – 4 = 0 correspondent aux points marqués d’un cercle sur la figure. Toute équation peut être traitée ainsi, mais le résultat est seulement approché.



Nous voyons que l’équation a trois racines (les x qui annulent le polynôme) réelles. Avec un tel graphique, on peut les déterminer à 0,1 près : –3,7, –0,3 et 4,0. Bien entendu, on peut constater que 4 est une solution exacte. Les autres ne sont qu’approchées. Il est possible de préciser les approximations obtenues, ce qui est plus technique.


Méthode des valeurs intermédiaires


Pour préciser les approximations obtenues, nous remarquons que y = x3 – 15x – 4 change de signe en passant par ses racines. Nous calculons donc y pour –3,8 et –3,6, et trouvons : y(–3,8) = –1,872 < 0 et y(–3,6) = 3,344 > 0. Donc y s’annule entre –3,8 et –3,6, ce qui assure que –3,7 est racine à 0,1 près. Il est possible de continuer ainsi pour obtenir une meilleure précision de la racine.





Une façon d’améliorer la précision de lecture de notre graphique consiste à remplacer des portions de courbe par des segments de droite. Entre –3,8 et –3,6, la courbe est approximativement une droite. Graphiquement, cette interpolation de la courbe permet de lire une nouvelle valeur approchée de la racine. La précision est meilleure en utilisant le théorème de Thalès. On obtient –3,73 à 0,01 près.

Bien des problèmes mathématiques se ramènent à des équations, que l’on sait résoudre au moins de façon approchée. Elles proviennent ainsi de questions arithmétiques d’origine financière, comme le calcul du taux effectif d’un prêt, ou de questions géométriques. Il est facile de passer de l’idée que chaque problème a son équation à celle où chaque équation a son problème. François Viète (1540-1603) exploita ce renversement pour résoudre une équation du 45e degré qu’un mathématicien belge, Adrien Romain (1561-1615), avait lancée comme défi à tous les mathématiciens du monde, une pratique fort à la mode à cette époque. Dans la lettre qui lui servit de réponse, Viète se fendit d’un lapidaire : « Aussitôt lu, aussitôt résolu. »
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L’illustre François Viète ! Gravure de Charles Meryon, 1861.



Comment Viète avait-il pu avoir l’intuition de la solution, sachant qu’à l’époque les équations ne dépassaient guère les degrés deux ou trois ? Simplement parce qu’il connaissait les problèmes géométriques de son époque et qu’à chaque problème, il avait déjà associé une équation liant l’inconnue aux données. Il reconnut dans l’équation proposée par Romain un problème de division d’un angle en 45 parties égales (comme le degré de l’équation) qu’il avait déjà entrevu. Il le retrouva dans ses archives et en déduisit la solution de l’équation. Dans mon précédent livre, La Bible des codes secrets, vous découvrirez que Viète avait un autre talent, celui de décrypteur…


À vous de compter ►

La girafe de Charles X


Le pacha d’Égypte offrit une girafe au roi Charles X. Elle débarqua à Marseille en 1826 et parcourut 800 kilomètres pour se rendre au Jardin des plantes. Au début, la girafe avait froid et n’avançait qu’à la vitesse de 17 kilomètres par jour. Le zoologue Geoffroy Saint-Hilaire lui fit confectionner un manteau de toile cirée bordée de velours. Elle parcourut alors 29 kilomètres par jour. Finalement, elle mit 40 jours pour arriver à destination.

Où reçut-elle son manteau ?

Réponse : a) À Pouilly-en-Auxois ; b) À Avignon ; c) À Lyon.








La voie de la pureté

Même si la géométrie offrait le moyen de « tricher » et d’accéder rapidement aux solutions du problème, elle n’en restait pas moins une méthode approchée qui ne satisfaisait pas l’idéal des mathématiciens puristes de la Renaissance. Loin de ces « petits arrangements », les algébristes italiens, tels Jérôme Cardan (1501-1576) et Luigi Ferrari (1522-1565), suaient pour résoudre les équations de façon exacte en les manipulant. Comment procédaient-ils ? Eh bien, ils suivaient la méthode inventée par Al-Khawarizmi, qui consistait à opérer des changements de membres ou de variables. Par exemple, en ajoutant 9 à chaque membre de l’équation du second degré : x2 + 6x = 7 puis en posant : y = x + 3, ils la ramenaient à l’équation plus simple : y2 = 16. Cette dernière a deux solutions, y = ± 4, donc l’équation initiale en a deux également, x = 1 et x = –7. 
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Jérôme Cardan (1501-1576), médecin, mathématicien, physicien, philosophe et… astrologue, ce qui lui vaudra quelques déboires avec l’Inquisition.



Reprenons la méthode avec l’équation : x2 + x – 1 = 0. En passant le terme constant à droite, nous obtenons : x2 + x = 1. Nous remarquons alors que le membre de gauche est le début d’un carré, plus précisément : (x + 1/2)2 = x2 + x + 1/4. Ajoutons donc 1/4 à chaque membre, ce qui donne : (x + 1/2)2 = 5/4. Le nombre 5/4 ayant deux racines carrées : ± √5/2, nous obtenons : x + 1/2 = ± √5/2, d’où les deux solutions : x = – 1/2 = ± √5/2. 

Les nombres solutions d’équations à coefficients entiers, comme ces deux derniers, sont appelés nombres algébriques (au contraire des nombres dits transcendants, qui ne sont pas solutions de telles équations). Dans le cas où les équations sont du second degré, les manipulations effectuées aboutissent à une méthode générale, régie par un nombre : le discriminant.


La méthode du discriminant


Considérons l’équation générale du second degré : ax2 + bx + c = 0 où a est non nul. Comme dans l’exemple du texte, on peut l’écrire sous la forme : [x + b/(2a)]2 égal à ∆ / (2a)2 où ∆ = b2 – 4ac.

On en déduit que si ∆ > 0, l’équation a deux solutions réelles : x = (– b ± δ) / (2a) où δ est une racine carrée de ∆. Elles se réduisent à une seule solution si ∆ = 0 et disparaissent si ∆ < 0. La quantité ∆ = b2 – 4ac est nommée le discriminant de l’équation car elle permet de discriminer entre les trois situations.





Cette quantité n’est pas propre aux équations du second degré. Dans tous les cas, elle s’exprime en fonction des coefficients de l’équation et discrimine le cas où l’équation a une racine multiple. De son étude, on peut déduire qu’une équation de discriminant non nul a un nombre de solutions égal à son degré.

Les calculs du second degré ont contribué à créer un idéal d’exactitude algébrique, comparable au parangon de pureté géométrique des Grecs. Dans le cadre algébrique de la Renaissance, l’inconnue devait être exprimée à l’aide de radicaux, c’est-à-dire de racines carrées, cubiques, etc. Cardan et Ferrari découvrirent comment résoudre ainsi les équations de degrés trois et quatre au XVIe siècle. Les algébristes cherchèrent longtemps à trouver de même les solutions des équations de degré cinq et au-delà. Au XIXe siècle, Évariste Galois (1811-1832), dont la mort en duel à l’âge de 20 ans a beaucoup contribué à l’image romantique qu’il a laissée, montra que leur quête était vaine. L’équation générale de degré cinq ne peut être résolue par radicaux, et l’impossibilité se poursuit au-delà. Galois fit des merveilles en déterminant les conditions pour qu’une équation soit résoluble par radicaux. Ce travail l’amènera à inventer une nouvelle branche des mathématiques : la théorie des groupes.


À vous de compter ►

L’âge du fils


Un homme et son fils ont 36 ans à eux deux. L’homme a 30 ans de plus que son fils.

Quel est l’âge du fils ?

Réponse : a) 6 ans ; b) 9 ans ; c) 3 ans.








Bienvenu dans un monde imaginaire

La Renaissance fut une période très féconde pour les mathématiques. En parallèle au développement des résolutions d’équations est apparu un nouveau type de nombres dont l’importance ira croissante et qui constituera l’un des plus fabuleux outils de la discipline : les imaginaires. La naissance des imaginaires illustre les raffinements mathématiques atteints par les algébristes italiens, qui ont inventé des concepts très en avance sur leur temps, en cherchant simplement à résoudre de façon pragmatique des équations. En s’intéressant à l’équation du troisième degré x3 = 15x + 4, après avoir procédé de façon classique à des manipulations algébriques comme l’explique Cardan dans son Ars magna, Raffaele Bombelli (1526-1572) obtint une impossibilité mathématique. Il avait en effet débouché sur l’équation y2 = −121. Or un carré doit nécessairement être positif. Bombelli aurait dû s’arrêter là et en conclure à l’absence de solutions, mais il s’entêta.

Il continua ses manipulations en utilisant un nombre que Descartes qualifia plus tard d’imaginaire, et qu’il nota √−1 pour signifier que son carré était égal à −1. A priori, le cheminement de l’algébriste était voué à l’échec. Pourtant, grâce à cet artifice, il obtint finalement le nombre 4 comme racine de l’équation de départ. Sa démarche surréaliste lui avait permis de trouver une solution réelle de l’équation. Très vite, les algébristes constatèrent que ces nombres imaginaires fournissaient des solutions acceptables, ce qui en légitima l’usage sans pour autant en expliquer ni le sens ni l’efficacité.


Les manipulations surréalistes de Bombelli


Partant de l’équation : x3 – 15x – 4 = 0, Bombelli pose : x = u + v avec la contrainte : uv = 5.

Il obtient ainsi : u3 + v3 = 4 et montre alors que u3 et v3 sont solutions de l’équation du second degré :

x2 – 4x + 125 = 0

qui se ramène à : Y2 = −121 en posant : Y = x – 2.

En la résolvant, il trouve :

u = 2 + √(– 1) et v = 2 – √(– 1), d’où : x = 4.





Arrêtons-nous un instant sur Jérôme Cardan, car il ne correspond pas à l’image qu’on se fait habituellement d’un mathématicien. Après des études de médecine et de mathématiques à Pavie, il vit chichement en donnant des cours et en établissant des horoscopes. Une activité plutôt éloignée de ma discipline de nos jours ! Il deviendra par la suite un astrologue réputé et un professeur de médecine renommé. Il inventa également le fameux joint de Cardan, qui assure la transmission du mouvement entre deux arbres en rotation et équipe toujours nos véhicules. La fin de sa vie fut plutôt triste. Son fils fut condamné à mort et exécuté pour avoir tué son épouse avant que Cardan, accusé d’hérésie, ne perde le droit d’enseigner et de publier ses résultats. On trouvera dans mon ouvrage Toutes les mathématiques du monde des détails sur l’histoire de la résolution des équations du troisième degré.

 

Au fil des siècles, les mathématiciens étendront le panorama du monde des imaginaires. La racine carrée de –1 se note i (l’initiale d’imaginaire) depuis Leonhard Euler. Les nombres de la forme 2 + 3i (où 2 et 3 peuvent être remplacés par d’autres nombres réels) l’accompagnent par la vertu des opérations usuelles (addition et multiplication ici). Le premier nombre (2 ici) est appelé sa partie réelle et le second (3 ici), sa partie imaginaire. Les nombres tels 2 + 3i s’appellent aujourd’hui « nombres complexes ». Cet ensemble de nombres a une structure comparable à celle de l’ensemble des nombres rationnels ou de celui des nombres réels : les quatre opérations y sont définies et y ont leurs propriétés habituelles. Comment ? Il suffit d’ajouter aux règles usuelles la convention : i2 = −1. La structure obtenue est la structure de corps.

Cette idée géniale est due à William Hamilton (1805-1865), qui la généralisa pour inventer les quaternions, des nombres plus généraux permettant de décrire les rotations de l’espace. Selon la légende, elle lui vint lors d’une promenade et lui procura un tel enthousiasme qu’il grava sa trouvaille sur le pont le plus proche (Broom Bridge, à Dublin en Irlande). Une belle histoire invérifiable puisqu’une plaque commémorative recouvre le graffiti d’Hamilton…

Mais revenons au sujet. L’addition comme la soustraction de nombres complexes n’offrent aucune difficulté : (2 + 3i) + (1 − i) = 3 + 2i, par exemple. La multiplication requiert une seule application de la règle précédente : (2 + 3i). (1 − i) = 2 + i − 3 i2 = 2 + i − 3 (−1) = 5 + i. En revanche, la division demande l’introduction de deux notions nouvelles : le conjugué et le module.


Inverse d’un nombre complexe


Conjuguer un nombre complexe, c’est changer sa partie imaginaire en son opposé. Ainsi, le conjugué de 2 + 3i est 2 − 3i. Le module d’un nombre complexe est la racine carrée de la somme des carrés de ses parties réelles et imaginaires. Ainsi, le carré du module de 2 + 3i est 4 + 9 = 13. On note le module d’un nombre en l’entourant de deux barres verticales, comme pour la valeur absolue des nombres réels. Cette notation, due à Cauchy, est d’ailleurs apparue pour les nombres complexes avant d’être utilisée pour les nombres réels. Auparavant, pour eux, on parlait simplement d’un nombre sans son signe.

D’après l’égalité : i2 = −1, (2 + 3i). (2 − 3i) = 22 − 32i2 = 22 + 32 = | 2 + 3i |2, ce qui est général, donc le produit d’un nombre par son conjugué est égal à son module au carré. On en déduit que tout nombre complexe non nul est inversible et un calcul de son inverse : son conjugué divisé par son module au carré. Ainsi, celui de 2 + 3i est 2 − 3i divisé par 13.








Pas si imaginaire…

La notion de nombre complexe paraît abstraite, sans lien avec une quelconque réalité physique. Cette idée est erronée. De nos jours, les nombres complexes sont d’ailleurs abondamment employés en électricité et en électronique, mais restons dans le domaine mathématique. À un nombre complexe, on peut associer un point du plan, celui dont l’abscisse est égale à sa partie réelle et, l’ordonnée à sa partie imaginaire. Inversement, à tout point du plan, on associe ainsi un nombre complexe, que l’on appelle son affixe. Ainsi, tout nombre complexe est représenté par un point du plan et réciproquement.
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À un nombre complexe x + iy, on associe le point de coordonnées (x, y) du plan. Inversement, à un point du plan, on associe un nombre complexe : son affixe.



Pour cette raison, l’ensemble des nombres complexes est souvent qualifié de « plan complexe » – ou parfois de plan d’Argand, en hommage à Jean Robert Argand (1768-1822) qui, le premier, imagina de le représenter comme le plan muni de deux lois : addition et multiplication. De même, le corps des nombres réels correspond à une droite : la droite réelle. Les divers ensembles de nombres que nous avons introduits jusqu’ici s’emboîtent à la façon de poupées russes : les rationnels sont inclus dans les réels, eux-mêmes intégrés aux complexes. Est-il utile de continuer ainsi, c’est-à-dire d’inventer d’autres classes de nombres englobant strictement celui des complexes ? Si le but est de résoudre des équations, la réponse est « non ». Le corps des nombres complexes contient toutes les racines des équations à coefficients complexes. On résume cette propriété en disant qu’il est algébriquement clos. Impossible d’en sortir en résolvant des équations !

Plus précisément, une équation à coefficients réels ou complexes a un nombre de racines réelles ou complexes égal à son degré, si on les compte avec leurs ordres de multiplicité. Ainsi, l’équation x3 – 4x2 + 5x – 2 = 0 a trois racines : 1 compté deux fois et 2 compté une seule fois, autrement dit on peut écrire l’équation sous la forme :

x3 – 4x2 + 5x – 2 = (x – 1)2 (x – 2). 

Ce résultat fut conjecturé par Albert Girard (1595-1632), et Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) pensa le prouver, et lui donna son nom (en France). En réalité, sa preuve était fausse ; la première démonstration correcte est l’œuvre de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) en 1799. L’ampleur des découvertes de Gauss l’a fait qualifier par ses pairs de « prince des mathématiciens », non sans raison. Il s’est attaqué à des problèmes antiques, comme la construction à la règle et au compas d’un polygone régulier à 17 côtés, aussi bien qu’à la démonstration du théorème de D’Alembert. Il s’occupa également d’astronomie et détermina en particulier l’orbite de Cérès, une planète naine du Système solaire, travail pour lequel il créa la méthode des moindres carrés. Enfin, il s’occupa de cartographier le royaume de Hanovre, à la demande du roi. Pour finir, ce n’est pas pour rien que le gauss est l’unité d’induction magnétique…
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Carl Friedrich Gauss (1977-1855), « prince des mathématiciens ».



Revenons aux corps de nombres, c’est-à-dire d’ensembles de nombres munis de deux opérations (addition et multiplication) vérifiant les propriétés opératoires usuelles des nombres réels. Dans d’autres domaines, comme l’étude des rotations de l’espace, les mathématiciens ont inventé un ensemble de nombres contenant les nombres complexes, le corps gauche des quaternions, où gauche signifie que le produit n’y est pas commutatif, c’est-à-dire qu’on ne peut intervertir les membres d’une multiplication. Cet ensemble a l’avantage de ramener les calculs sur les rotations de l’espace à des calculs sur des nombres. Il est particulièrement précieux en informatique, pour commander des robots ou des satellites, mais il sort des nombres proprement dits.

L’héritage et le succès des algébristes de la Renaissance ont popularisé l’idée que chaque problème avait son équation. Les équations ont ainsi aujourd’hui envahi la société, au-delà du monde des mathématiques. Quel spécialiste d’une discipline, de nos jours, ne cherche pas à traduire son savoir sous forme d’équations ? Peut-être encore plus que les nombres, les équations confèrent à leur auteur une aura de respectabilité et d’intelligence et donnent l’impression qu’il est doué de clairvoyance. La vie, la joie, l’amour, la mort, la folie, le bonheur, le malheur, la fortune, le beau, le crime et le don, tout possède son équation et donc sa solution dans l’imaginaire moderne. La magie des mots opère alors : qui dit équation dit solution. Dans l’univers des nombres imaginaires, assurément ; dans le monde réel, c’est une autre histoire.









Chapitre 8

Nombre d’or 
 et autres nombres mythiques


Ma grand-mère, pourtant rationaliste pour l’essentiel, veillait à ce qu’on ne soit jamais 13 à table. Pourquoi ? Parce que ça portait malheur, pardi ! L’origine de cette superstition est assez claire : elle fait référence à la Cène, c’est-à-dire au dernier repas de Jésus-Christ où il désigne celui qui doit le trahir et qui se pendra plus tard. Même si les Évangiles font plutôt penser au 14 ou au 15, certains affirment que Jésus fut crucifié le vendredi 13 du mois de Nisan… qui serait ainsi un jour de malheur. Pourtant, pour d’autres, il est censé porter chance. Cependant, les statistiques sont terribles. S’il y a trois fois plus de joueurs au Loto les vendredis 13, leur chance de gagner reste rigoureusement la même. Seule la Française des Jeux profite réellement des vendredis 13.

Un raisonnement rapide pourrait faire penser qu’il existe autant de vendredis 13 que de dimanches 13 ou de lundis 13, etc. C’est une erreur. Une étude mathématique précise du calendrier grégorien montre qu’il y en a légèrement plus… ce qui réjouira sans doute les superstitieux. Le calcul est un peu laborieux, nous le reportons donc dans l’encadré Nombre de vendredis 13.


Nombre de vendredis 13


Depuis la réforme grégorienne du calendrier, de 1582, les années se reproduisent identiques tous les 400 ans et non tous les 28 ans, comme auparavant dans le calendrier julien. En effet, si les années ordinaires ont toujours 365 jours et les années bissextiles 366, la règle pour déterminer si une année est bissextile a été modifiée : une année l’est si son millésime est divisible par 4, sauf s’il est divisible par 100 mais pas par 400. Le nombre d’années bissextiles d’une période de 400 ans est donc de 97 (et non de 100), ce qui donne 97 × 366 + 303 × 365 = 146 097 jours… qui se trouve divisible par 7. Ainsi, le premier janvier 1600 fut un samedi, et de même 400 ans plus tard, le premier janvier 2000. L’année 2000 fut identique à l’année 1600. Il y eut un seul vendredi 13 en 1600 (en octobre) et donc de même en 2000.

En comptant le nombre de treizième du mois sur 400 ans (ce qui peut se faire à la main mais plus rapidement par ordinateur), on trouve : 687 dimanches, 685 lundis, 685 mardis, 687 mercredis, 684 jeudis, 688 vendredis et 684 samedis. Le treize du mois a donc plus de chance d’être un vendredi que tout autre jour de la semaine ! Est-ce une bonne nouvelle ?





« L’occulte a toujours fasciné l’inculte », selon le journaliste et romancier de science-fiction Jacques Sternberg (1923-2006). Cette opinion sur le lien entre occultisme et inculture est courante dans les milieux scientifiques, ce qui ne veut pas dire qu’elle est exacte. Diverses croyances affectent même les milieux cultivés. Une partie d’entre elles concerne la fascination qu’exercent certains nombres. Parmi eux, le nombre d’or, les nombres premiers et autres nombres parfaits occupent une place de choix. Quand les mathématiques et le mysticisme s’entrecroisent…

Le nombre d’or attire comme un aimant. Certains y voient la clef du beau, d’autres celle du monde lui-même, pas moins. Quels sombres secrets cache donc ce nombre pour impressionner tant les esprits ? Pour répondre à cette question, il faut remonter à son origine, dans l’Antiquité grecque. Le nombre d’or y est apparu sous une forme déguisée et ne portait pas encore ce nom. Dans ses Éléments, Euclide s’est intéressé à la division d’un segment en moyenne et extrême « raison », en la définissant ainsi : 



« On dit qu’un segment se trouve divisé en moyenne et extrême raison quand le segment total est à sa partie la plus grande comme cette dernière est à la plus petite. » 





Si le segment total est AB et sa partie la plus grande AM, sa partie la plus petite est MB, cette définition se traduit donc par l’égalité des rapports AB/AM et AM/MB. Euclide en donne plus loin une construction à la règle et au compas.
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Division d’un segment en moyenne et extrême raison, et sa construction à la règle et au compas. Sur la perpendiculaire en B à AB, on porte la moitié de AB, on obtient C. On trace le cercle de centre C passant par B, il coupe AC en D. Le cercle de centre A passant par D coupe AB au point cherché M.



Transposons cette construction en équation. Notons x le rapport AB/AM : c’est la racine positive de l’équation : x2 – x – 1 = 0 (voir l’encadré L’équation de l’extrême et moyenne raison). Depuis 1914 et Théodore Cook (1867-1928), un auteur et critique d’art britannique, ce rapport est noté Φ, en hommage au sculpteur Phidias (490-430 avant notre ère), qui l’aurait utilisé pour rendre ses sculptures harmonieuses. Cependant, la seule évidence d’une utilisation antique de Φ en art concerne la construction du pentagone régulier.


L’équation de l’extrême et moyenne raison


Nommons x le rapport AB/AM. Le rapport MB/AM vaut alors : x – 1. L’égalité : AB/AM = AM/MB s’écrit x = 1/(x – 1), soit x2 – x – 1 = 0, ce que l’on peut écrire (x – 1)2 = 5/4. Cette équation a une seule solution positive : x = (1 + √5)/2, qui vaut 1,618 à 0,001 près.
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Nombre d’or dans le pentagone régulier (convexe en gris pâle, ou bien étoilé en gris foncé).



Quand cette proportion se drapa-t-elle de connotations sacrées ? À la Renaissance avec Fra Luca Pacioli, auteur du traité De Divina Proportione, paru en 1509. Ce mathématicien, qui était franciscain, la qualifia de « divine ». Ensuite, Adolf Zeising (1810-1876), un psychologue allemand, la présenta comme « dorée ». En 1854, il écrivit : 



« [La section dorée est] une loi universelle […] dans laquelle est contenu le principe fondamental de tout effort de formation de beauté et de complétude, dans le royaume de la nature comme dans le domaine de l’art, et qui imprègne depuis les origines, comme un idéal spirituel suprême, toutes les formes et les proportions, cosmiques ou individuelles, organiques ou inorganiques, acoustiques ou optiques, mais qui a trouvé sa plus parfaite réalisation dans la forme humaine. »





Les mathématiques sont absentes de ce discours. Le terme « nombre d’or » apparaît au siècle suivant comme titre d’un ouvrage de Matila Ghyka (1881-1965), qui soutenait que les architectes antiques, comme Phidias, l’utilisaient délibérément. On le trouverait ainsi dans le Parthénon. La seule preuve historique concerne en fait la fascination des peintres de la Renaissance pour ce nombre… et elle est très postérieure aux faits.


À vous de compter ►

Les moutons d’or


Un berger a 27 moutons. Tous meurent sauf 9. Combien en reste-t-il ?

Réponse : a) 18 ; b) 9.






La chasse au nombre d’or
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Le Parthénon. Comment y trouver le nombre d’or ?



Il est vrai que, si on cherche vraiment le nombre d’or, on parvient à le trouver partout. Voyez la façade du Parthénon, par exemple. Cette façade s’inscrit dans un rectangle : calculez le rapport entre longueur et hauteur, vous trouverez 2,4 environ. C’est raté… Si vous vous en tenez là, vous n’êtes pas fait pour les sciences ésotériques. Comme pour la pierre philosophale, il faut savoir chercher et chercher encore.

Pour cela, n’oubliez pas l’objectif : 1,618 ! Mesurez donc chaque morceau identifiable, effectuez tous les rapports. Avec de la patience, vous trouverez. Voici une solution : prenez le rectangle formé par deux colonnes consécutives (colonnes comprises). Calculez, bingo ! N’est-ce pas le nombre d’or que Phidias a caché là, pour que son œuvre soit belle et harmonieuse ?

Le corps humain exhibe aussi le nombre d’or. Vous ne me croyez pas ? Tendez la main et mesurez la distance entre votre coude et l’extrémité de votre majeur. Mesurez maintenant la longueur de votre pied. Divisez l’un par l’autre. Qu’obtenez-vous ? Si vous êtes une femme, mesurez votre tour de hanche, puis votre tour de taille. Divisez l’un par l’autre. Qu’obtenez-vous ? Vous ne trouvez pas 1,618 ? Dommage, vous n’êtes pas dans les canons de la beauté ésotérique.

Il n’en est pas moins vrai que, si vous cherchez, vous trouverez fatalement le nombre d’or et d’autres nombres remarquables, comme π, dans toute œuvre. Pourquoi ? Simple question de probabilités. Imaginez un grand nombre de mesures prises au hasard. Par exemple, 50 nombres entre 1 et 10, avec deux chiffres après la virgule. Il est très probable que dans les 2 450 rapports impliqués vous en trouviez un proche du nombre d’or, et un autre proche de π.


Le nombre d’or dans 50 nombres pris au hasard


Voici 50 nombres pris au hasard en utilisant un tableur :

5,258,585,106,487,748,252,525,777,233,217,497,212,59 0,514,378,845,636,878,414,138,703,653,916,776,761,43

7,937,701,389,213,294,355,765,354,664,981,671,992,11

6,307,105,141,797,771,581,564,838,329,892,71

Parmi ceux-ci, les nombres en gras permettent d’approcher le nombre d’or et le nombre π :

2,52 divisé par 1,56 fait 1,615, 5,63 divisé par 1,79 fait 3,145.





Où sont donc les mathématiques dans ces fantaisies ? Bien sûr, elles restent dans l’équation : x2 – x – 1 = 0, qui a des propriétés intéressantes. Par exemple, on en déduit : [image: image] et donc : [image: image] puis : [image: image] et ainsi de suite à l’infini :

[image: image]

De même, comme : [image: image], ce raisonnement donne : [image: image]. La beauté du nombre d’or est dans ce type de formules. La chercher ailleurs ne relève pas des mathématiques, désolé !

Le nombre d’or surgit aussi, comme par enchantement, dans une suite créée par Léonard de Pise en guise d’exercice d’arithmétique :



« Possédant initialement un couple de lapins, combien de couples obtient-on en douze mois si chaque couple engendre tous les mois un nouveau couple à compter du second mois de son existence ? » 





Le calcul est simple, la suite donne : 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, etc. Elle est mieux connue sous le nom de suite de Fibonacci (voir p. 89). Chaque nombre y est la somme des deux qui le précèdent. Cette règle a fasciné au-delà de l’exercice. Si on l’applique indéfiniment, on obtient une suite infinie de nombres. Examinons les rapports de deux nombres consécutifs, nous obtenons : 1, 2, 3/2, 5/3, 8/5, 13/8, 21/13, 34/21, 55/34, 89/55, etc. Un simple calcul indique que ces nombres s’approchent de 1,618. Il est possible de montrer que la suite converge effectivement vers le nombre d’or, qui est donc effectivement fascinant, mais pas pour les raisons trop souvent exposées par les personnes ésotériques. Son esthétique ne se trouve pas dans le Parthénon, mais dans la beauté des mathématiques qu’il révèle.


À vous de compter ►

La suite de Fibonacci revisitée


Une suite belge commence par 1, 6, 3, 14, 43. Quel est le nombre suivant ?

Réponse : a) 21 ; b) 193 ; c) 243.








La magie des nombres premiers

Bien des nombres auxquels on prête des vertus mystiques ou magiques sont premiers (au sens mathématique). Ces nombres sont héritiers des nombres rectangulaires étudiés par Pythagore. Voici comment. Il est toujours possible de disposer un nombre donné de cailloux en rectangle, parfois de plusieurs manières. Par exemple, douze cailloux peuvent être rangés de six façons différentes, trois si on néglige les dispositions symétriques.
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Rangements de douze cailloux en rectangle. À l’exclusion de celui en ligne, chacun correspond à une factorisation de 12 : 12 = 2 × 6 et 12 = 3 × 4.



Dans chaque cas, longueur et largeur du rectangle sont diviseurs du nombre. Certains, comme 2, 3 ou 5, ne peuvent être rangés qu’en ligne : ils n’ont pas d’autres diviseurs qu’eux-mêmes et l’unité. On les appelle nombres premiers, les autres sont dits « composés ». De cette manière, il est facile de trouver les plus petits d’entre eux : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, etc.

La méthode permet de pressentir, puis de montrer que tout nombre est soit premier, soit divisible par un nombre premier. Rangez les cailloux en rectangle de toutes les manières possibles et ordonnez vos décompositions de la plus mince à la plus épaisse. Soit vous n’obtenez qu’un rectangle et le nombre est premier, soit la largeur du second rectangle est un diviseur premier.

Prenez alors les cailloux de sa longueur et recommencez. En continuant ainsi, on s’aperçoit que tout nombre est le produit de nombres premiers. Par exemple : 12 = 2 × 2 × 3 et 572 = 2 × 2 × 11 × 13. De plus, cette décomposition est unique.

Cette considération des nombres premiers, nombres exceptionnels, est peut-être l’explication de leur attrait, aussi bien d’un point de vue mathématique que d’un point de vue ésotérique. Bien sûr, n’étant en rien un expert en ces sujets, je ne peux que constater que la plupart des nombres sacrés comme 7, les nombres porte-bonheur comme 3, 5, 7, 13 et 19 sont premiers sans pouvoir expliquer pourquoi. Peut-être est-ce un hasard ? Une autre particularité des nombres premiers est d’être l’objet de résultats faciles à vérifier sur des cas particuliers, mais difficiles à prouver (voir l’encadré Une conjecture faussement simple). Une propriété qui les rend particulièrement intrigants !


Une conjecture faussement simple


Une particularité des nombres premiers est d’être à l’origine de conjectures faciles à énoncer, mais très difficiles à aborder. Par exemple, Christian Goldbach (1690-1764) a énoncé : « Tout nombre pair supérieur à 2 est somme de deux nombres premiers. » Effectivement : 4 = 2 + 2, 6 = 3 + 3, 8 = 5 + 3, …, 198 = 101 + 97, etc. Aussi loin que l’on a cherché, le résultat a été prouvé. Pourtant, on ne sait toujours pas le démontrer de façon générale. Même si tous les mathématiciens sont persuadés de la véracité de l’énoncé, il s’agit d’une conjecture et non d’un théorème, c’est-à-dire d’un résultat non prouvé.








Perfection numérique

Les mathématiciens grecs s’étaient entichés d’autres nombres auxquels ils prêtaient des vertus, au point de les qualifier de « parfaits ». Ils nommaient ainsi les nombres égaux à la somme de leurs diviseurs. Le plus petit des nombres parfaits est 6. En effet, 2, 3 et 5 étant premiers, ils ont comme diviseurs 1 et eux-mêmes, de sommes 3, 4 et 6, et 4 a pour diviseurs 1 et 2 de somme 3. Aucun de ces nombres n’est parfait. En revanche, 6 a pour diviseurs 1, 2 et 3 de somme 6.

Cette propriété pourrait être une simple curiosité, mais la perfection était bien vue comme telle. Ainsi, on peut lire sous la plume de saint Augustin (354-430), évêque d’Hippone (devenue Bône, puis Annaba en Algérie) dans La Cité de Dieu, que le caractère absolu du chiffre 6 est tel que ce chiffre a infléchi la volonté de Dieu lui-même :



« Ainsi, nous ne devons pas dire que le nombre six est parfait, parce que Dieu a achevé tous ses ouvrages en six jours : loin de là, Dieu a achevé tous ses ouvrages en six jours parce que le nombre six est parfait ; supprimez le monde, ce nombre resterait également parfait ; mais s’il n’était pas parfait, le monde, qui reproduit les mêmes rapports, n’aurait plus la même perfection. »





Si Augustin avait vécu des siècles plus tard, sous l’Inquisition, gageons qu’il aurait pu être déclaré hérétique !

Dans son ouvrage, il décompte en tout cas les nombres parfaits connus à son époque. Le temps a passé, la perfection de ces nombres a perdu sa magie, mais nous n’en connaissons guère plus : les nombres parfaits sont rares. On en répertorie actuellement 40. Les plus petits sont 6, 28, 496 et 8 128. Quant au plus grand, il compte… plus de 12 millions de chiffres.

Nombres premiers, nombres parfaits… chaque nombre semble avoir au moins une particularité intéressante, ce que contredit l’anecdote suivante, mettant en scène deux grands mathématiciens du début du XXe siècle, l’Anglais Godfrey Hardy (1877-1947) et l’Indien Srinivasa Ramanujan (1887-1920). Le premier rend visite au second qui se trouve à l’hôpital. Pour alimenter la conversation, Hardy remarque que le numéro du taxi dans lequel il était venu – 1 729 – était un nombre sans intérêt en souhaitant que ce ne soit pas de mauvais augure. Ramanujan lui répondit aussitôt :



« Pas du tout, c’est un nombre très intéressant. C’est le plus petit nombre décomposable en somme de deux cubes de deux manières différentes. »
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Le mathématicien Godfrey Hardy dans son bureau du New College d’Oxford. C’est en 1914 qu’il fit venir S. Ramanujan en Angleterre, après avoir reçu une lettre du jeune autodidacte contenant 120 théorèmes, pour la plupart inédits.



En effet, 1 729 se décompose comme somme de deux cubes de deux façons différentes, puisque 1 729 = 93 + 103 = 13 + 123. Pour Hardy, Ramanujan donnait l’impression que chaque nombre était l’un de ses amis personnels. Peut-être que, pour lui, tout nombre était intéressant ?

Si un mathématicien mérite le titre de « génie des nombres », il s’agit bien de Srinivasa Ramanujan. Autodidacte des mathématiques, il se familiarisa avec les nombres essentiellement à travers la lecture d’un recueil de plusieurs milliers de formules à l’état brut. Il en créa de même plusieurs milliers d’autres, certaines envoyées à Hardy, qui reconnut la patte d’un génie. Pour Ramanujan, même s’il ne savait pas toutes les démontrer, elles lui apparaissaient comme justes. Le hasard ne pouvait pas les avoir créées.


À vous de compter ►

Dites « 2 605 »


Les employés d’une firme française ont l’habitude d’échanger un « 2 605 » en se croisant chaque vendredi matin. Pourquoi ?

Réponse : a) Il s’agit du nombre de minutes de repos de fin de semaine ; b) C’est un code signifiant : « Merci Mon Dieu, C’est Vendredi. »








Carrés vertueux

Il existe un autre motif numérique ayant été élevé au rang de mythe : c’est le carré magique. Le sudoku, qui fait fureur de nos jours, en est un lointain descendant. La première référence à un carré magique est une légende chinoise associée à la rivière Luohe, un affluent du fleuve Jaune, qui eut son heure de gloire pendant le millénaire précédant notre ère, quand la ville de Luoyang, bâtie sur ses rives, était capitale de la Chine. Les multiples versions de cette légende parlent toutes d’une tortue portant d’étranges inscriptions sur son dos. En voici une : 



« Pour calmer le dieu de la rivière, à chaque inondation, les habitants d’un village menacé d’être englouti lui offraient des sacrifices en vain. Cependant, ils remarquèrent qu’à chaque fois, une tortue venait sur les lieux du sacrifice et repartait. Le dieu du fleuve n’en tenait cure jusqu’à ce qu’un jour, un enfant remarquât des formes curieuses sur le dos de l’animal. Dans chaque ligne, chaque colonne et chaque diagonale, le nombre était le même. Ainsi, les villageois comprirent que le dieu du fleuve demandait quinze sacrifices, et purent l’apaiser…»
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Dos de la tortue, selon la légende.



Ce carré est depuis appelé « carré Luoshu » du nom de la rivière. Il a vite conquis le Moyen-Orient, puis la Grèce, où il était connu de Pythagore. Il est toujours utilisé comme amulette porte-bonheur et dans des exercices divinatoires. De nos jours, ces carrés, où les sommes des nombres des lignes, colonnes et diagonales sont identiques, sont appelés « carrés magiques » en héritage de l’antique croyance.

Parfois, on ajoute une contrainte pour les construire, celle de ne mobiliser que les premiers nombres, donc ceux de 1 à 9, dans le cas d’un carré d’ordre 3, et ceux de 1 à 16 pour ceux d’ordre 4. Il n’existe aucun carré d’ordre 2 soumis à cette règle : vous pouvez disposer les nombres de 1 à 4 comme vous le voulez, le carré formé ne sera jamais magique ! De ce fait, les pythagoriciens faisaient du carré d’ordre 2 un symbole du chaos. Aux symétries près, le carré d’ordre 3 est unique, c’est le Luoshu (voir l’encadré Un casse-tête, p. 180). De nos jours, les personnes versées dans l’ésotérisme préfèrent l’écrire de façon à faire apparaître le nombre 618 en première ligne, car ce sont les premières décimales du nombre d’or. Pour eux, il devient ainsi doublement magique…
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Carré magique faisant apparaître les décimales du nombre d’or.




Un casse-tête


Si les cases du carré contiennent tous les nombres de 1 à 9, la somme de toutes les cases est 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9, c’est-à-dire 45. Les sommes de toutes les rangées et des diagonales sont donc égales à 45 divisé par 3, soit 15. Selon leur place, les nombres participent à 4, 3 ou 2 sommes égales à 15. En partant d’un nombre initial, comme 1, nous examinons le nombre de décompositions donnant 15 en tout. Pour 1, il en existe deux : 9 + 5 et 8 + 6. En opérant ainsi, nous obtenons le tableau :




	
Nombre initial


	
Reste


	
Décompositions


	
Nombre





	
1


	
14


	
9 + 5, 8 + 6


	
2





	
2


	
13


	
9 + 4, 8 + 5, 7 + 6


	
3





	
3


	
12


	
8 + 4, 7 + 5


	
2





	
4


	
11


	
9 + 2, 8 + 3, 6 + 5


	
3





	
5


	
10


	
9 + 1, 8 + 2, 7 + 3, 6 + 4


	
4





	
6


	
 9


	
8 + 1, 7 + 2, 5 + 4


	
3





	
7


	
 8


	
6 + 2, 5 + 3


	
2





	
8


	
 7


	
6 + 1, 5 + 2, 4 + 3


	
3





	
9


	
 6


	
5 + 1, 4 + 2


	
2






Ce tableau permet de remplir le carré.





Il existe des carrés magiques de toutes les tailles. La gravure La Mélancolie d’Albrecht Dürer (1471-1528) en contient un de côté quatre, rempli avec les nombres de 1 à 16.


[image: image]

Carré magique d’ordre 4.



De façon plus surprenante, le portail de l’église de la Sagrada Família d’Antoni Gaudí (1852-1926) à Barcelone comporte un carré magique ressemblant à celui de Dürer !


[image: image]

Le carré magique de la Sagrada Família est accompagné du baiser de Judas… une proximité probablement voulue par le sculpteur Josep Subirachs.

[image: image]

Le carré de la rue d’Auteuil, dans le XVIe arrondissement de Paris.



En l’examinant avec soin, on remarque qu’il ne répond pas aux règles habituelles. Nous y trouvons deux fois les nombres 10 et 14. La propriété essentielle est cependant respectée : les sommes des lignes, des colonnes et des diagonales sont toutes égales. La modification ne saurait être due à une erreur. L’explication vient de la considération de cette somme. Elle est égale à 33, l’âge de Jésus de Nazareth à sa mort, d’après l’Évangile selon Luc. D’autre part, le carré avoisine une statue représentant le baiser de Judas. Ce carré magique serait-il maléfique ?

Pour le sculpteur, c’est possible, mais pour la plupart de nos contemporains, malgré leur nom, les carrés magiques sont simplement des récréations mathématiques ou des curiosités amusantes. C’est sans doute dans cet ordre d’idées que des habitants de la rue d’Auteuil, à Paris, ont fait apposer un carré magique sur la façade de leur immeuble. Son numéro (68) y est indiqué en lettres dorées.


À vous de compter ►

Peut-on compléter ce carré pour le rendre magique ?
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Combien de carrés magiques (contenant les nombres de 1 à 16) peuvent-ils être construits à partir de cette ébauche ?

Réponse : a) 0 ; b) 1 ; c) 2.













Chapitre 9

Vertiges et paradoxes de l’infini


Le nombre π s’écrit 3,14159 avec un nombre infini de chiffres après la virgule, mais combien de ces chiffres connaît-on ? La quête de ces décimales obsède tant les esprits que la réponse n’est pas à chercher dans un livre de mathématiques, mais dans le Livre Guinness des records ! La litanie référencée de décimales de π s’élève à 31 000 milliards. Le tour de force calculatoire qui a permis cette connaissance date du 14 mars 2019. Pourquoi cette date précise ? Parce que le record est dû à un ingénieur en informatique de Google et qu’aux États-Unis, le 14 mars s’écrit 3.14. Par un trait d’humour, là-bas, ce jour a depuis longtemps été décrété le Pi-day !

Connaître π à une telle précision ne sert à rien concrètement, mais fait avancer la maîtrise des outils informatiques (sa détermination a réclamé de gigantesques bases de données et plusieurs mois de calculs). Si d’aucuns sont prêts à suer sang et eau pour ce nombre, c’est aussi parce qu’il fascine, pour des raisons purement mathématiques cette fois. Le simple fait que ses décimales soient en quantité infinie, mais parfaitement contenues dans l’expression du périmètre d’un cercle (2π R), a de quoi procurer des frissons. Mais là où π donne le vertige, c’est qu’on le soupçonne d’être un « nombre univers », c’est-à-dire de renfermer n’importe quelle suite de chiffres, autrement dit de contenir tous les nombres possibles et imaginables. Avec des textes métamorphosés en chiffres, selon la règle qui vous chantera, π abrite tous les livres jamais écrits et tous ceux qui le seront dans le futur !

Griffonner les premières décimales de π sur une feuille, c’est comme ouvrir une faille sans fond dans le papier, prête à tout avaler. Tout le monde ne partage pas cependant cette fascination pour l’infini. Pour reprendre les mots de l’astrophysicien Christian Magnan :



« L’infini est une notion mathématique qui n’a pas d’équivalent dans le monde physique. Soutenir que notre Univers serait “infini” est absurde, car cela ne signifie rien en réalité. »





Il faut dire que même les mathématiciens se sont arraché les cheveux quand ils ont côtoyé l’infini. En mathématiques, la notion a d’abord été créée pour simplifier certains calculs. Toutefois, elle a été à l’origine de nombreux paradoxes, et c’est pourquoi il faut la manier avec d’extrêmes précautions.


Les paradoxes de Zénon

Le premier paradoxe sur l’infini qui nous soit connu a été imaginé par Zénon d’Élée, l’inventeur de la dialectique, l’art de démontrer via le discours le pour comme le contre. Zénon, qui vivait au Ve siècle avant notre ère dans le sud de l’Italie alors parsemé de colonies grecques, suggéra une expérience de pensée mobilisant un nombre infini d’étapes et débouchant sur la bizarrerie que… tout mouvement était impossible. Sauf à penser que Zénon croyait vraiment en sa conclusion, il s’agissait plus vraisemblablement d’oser un trait d’humour, tout en démontrant la fragilité de la pensée abstraite. Dans sa parabole, Zénon racontait l’histoire d’une compétition entre Achille, réputé excellent coureur, et une tortue :



« La tortue part en avance. Elle est déjà bien loin lorsque Achille se met à courir. Quand il atteint le point où elle se trouvait, aussi lente soit-elle, elle a fait du chemin. Chaque fois qu’Achille passe par le point où elle se trouvait, elle n’y est plus. Elle a progressé. Le même cauchemar recommence jusqu’à l’infini pour ce pauvre Achille. Jamais il ne rattrapera la tortue ! »





Dans une autre version du paradoxe, Achille tire une flèche contre un arbre. Or la flèche ne pourra jamais atteindre sa cible pour la même raison. Bien sûr, la conclusion de ces récits imaginaires est absurde, Achille finira par doubler la tortue et le projectile s’enfichera dans le tronc. L’erreur fondamentale commise dans le raisonnement de Zénon est d’imaginer une suite infinie d’instants, alors que cette notion est une fiction. La seule réalité dans ce domaine est l’intervalle de temps. Or celui-ci a toujours une durée non nulle. Ce que nous nommons communément instant est un intervalle très court, un intervalle dont l’étendue est indiscernable pour nos sens. Le temps ne s’arrête jamais, il s’écoule, avec pour corollaire que la course d’Achille ne peut être divisée à l’infini.

Pour certains, l’idée même d’infini contredit la création divine. Le mathématicien et philosophe arabe Al-Kindi (801-873), qui s’était donné pour mission de synthétiser le savoir de son époque, niait sans doute la notion d’infini pour cette raison, même si son raisonnement était de nature plus mathématique. La logique qu’il suivait est limpide et pourrait presque trouver sa place, dans l’esprit, au sein d’un ouvrage de mathématiques modernes :



« Le monde est fini car, si nous supposons un monde infini et si nous en ôtons une partie finie, alors le reste sera ou bien fini ou bien infini. Dans le premier cas, si nous lui restituons la partie finie qu’on lui a ôtée, alors il restera fini mais il devient égal à ce qu’il était au début, le fini est donc égal à l’infini. Si le reste est infini, qu’en adviendra-t-il si nous lui restituons la partie ôtée ? Il ne peut devenir plus grand qu’il ne l’était au début, on aura alors un infini plus grand que l’infini ; il ne peut pas non plus rester inchangé, puisqu’on lui a ajouté une partie. Supposer un monde infini entraîne des contradictions et donc cela est impossible. »








Intuition trompée

Le raisonnement d’Al-Kindi, qui paraît solide, souligne tout le caractère contre-intuitif d’un concept comme celui d’infini. Si on applique à la lettre ses considérations, une somme comme 1/2 + 1/4 + 1/8 + … (où les trois petits points recouvrent une infinité de termes, chacun étant la moitié du précédent) n’aurait aucun sens. Pourtant, il s’agit d’un cas tout ce qu’il y a de plus concret et réaliste, à savoir le partage d’un disque en un nombre infini de divisions selon la règle suivante : la première division occupe la moitié du disque, la deuxième la moitié du reste et ainsi de suite. Voyez-le comme la découpe d’un gâteau d’anniversaire, où chaque convive prend une part moitié moins grande que la personne servie avant lui.
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Partage d’un gâteau en parts réduites de moitié à chaque étape.



Vous comprenez immédiatement que la somme de toutes les parts reconstitue le gâteau en entier, autrement dit qu’elle est égale à 1 en langage mathématique : 1/2 + 1/4 + 1/8 + … = 1. Cette méthode est celle qu’utilisait Archimède dans l’Antiquité pour éviter d’avoir à introduire l’infini : il montrait que plus on considérait de termes, plus on s’approchait de 1. Cette façon de procéder correspond à une conception appelée infini potentiel, qui assure que tout nombre, infiniment grand ou infiniment petit, peut être dépassé.

Au XVIIIe siècle, Euler raisonna différemment. Lui envisageait la somme : S = 1/2 + 1/4 + 1/8 + … comme une quantité sur laquelle il pouvait effectuer des calculs, s’octroyant les mêmes droits que sur un nombre ordinaire. Par exemple, en multipliant S par 2, Euler obtenait : 

2S = 1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + … = 1 + S

ce qui lui permettait d’écrire que : 2S = 1 + S.

Or cette équation se simplifie en S = 1. Autrement dit, en banalisant cette suite infinie de termes, trouver qu’elle était égale à 1 devenait un jeu d’enfant ! La méthode est simple, mais repose sur l’idée que S a un sens, c’est-à-dire que l’infini existe vraiment. Il s’agit là de notre conception moderne de l’infini.

Si le résultat d’Euler est correct, sa justification manquait de rigueur, à cause du passage par l’infini précisément. Nommer en mathématiques ne suffit pas, il faut également vérifier l’existence de l’objet de son propos. À quoi bon élaborer une théorie, même parfaite, sur des chimères ? Pour étudier la question, envisageons la somme :

S = 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + …

Peut-on lui attribuer une valeur ? Si nous admettons que oui, alors la méthode d’Euler donne l’équation : S = 1 – S d’où : S = 1/2. Il s’agit donc de la seule valeur possible de S, si nous respectons les règles habituelles de calcul sur les sommes finies. Pourtant, groupons maintenant les termes deux par deux :

S = (1 − 1) + (1 − 1) + (1 − 1) + … = 0.

Le même calcul permet de trouver un autre résultat :

S = 1 − (1 − 1) − (1 − 1) − (1 − 1) + (1 − 1) … = 1.

Étrange, n’est-ce pas ? La valeur de S ne peut décemment pas dépendre de la façon dont on l’obtient ! Ce paradoxe justifie que l’on doive se méfier des calculs impliquant une infinité de termes, de même que ceux de Zénon d’Élée illustraient les obstacles auxquels on se heurte lorsqu’on réfléchit sur l’infini de façon éthérée.

En réalité, ce qu’atteste la variabilité de résultats obtenus au paragraphe précédent, c’est que certaines suites infinies ne tendent pas vers un nombre précis, mais peuvent alterner de signe à chaque nouveau terme, exploser vers les grands nombres ou encore hésiter entre plusieurs valeurs. Tout est possible. Les sommes ayant un sens sont dites convergentes, les autres, divergentes.

Cette remarque est générale, mais insuffisante, car la notion de convergence est multiple. Cependant, pour qu’une définition d’une somme portant sur une infinité de termes soit valide, elle doit respecter les calculs usuels sur les sommes finies. La notion la plus habituelle pour définir une somme portant sur une infinité de termes est fondée sur celle d’approximation. Précisons-la sur l’exemple de la somme S = 1/2 + 1/4 +1/8 + …

Suite aux paradoxes de Zénon, pour conférer un sens à S, la méthode classique consiste à considérer la somme finie de ses n premiers termes : un calcul montre qu’elle vaut 1 – 1/2n. Quand n augmente, le second terme de cette expression diminue pour devenir négligeable. Ainsi, la somme converge vers 1. Nous retrouvons le sens prévu par Archimède, fondé sur l’infini potentiel et non l’infini actuel. Euler raisonne tout autrement, en considérant directement la somme S avec son infinité de termes, et se permet des calculs dessus, comme si la somme était finie. Ainsi, 2S = 1+ 1/2 + 1/4 +1/8 + …, soit 2S = S + 1, ce qui donne S = 1.

La considération de l’infini actuel fournit la même valeur, bien entendu. Les deux approches correspondent tout simplement à deux notions d’infini : l’infini potentiel, avec Archimède, et l’infini actuel, avec Euler. Ramanujan jouait de la même façon sur les sommes, jusqu’à obtenir que la somme des entiers 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + … vaut –1/12 ! Un nombre négatif ! Nous obtenons ici un résultat encore plus ahurissant que celui des algébristes italiens de la Renaissance découvrant un nombre dont le carré est négatif : une somme de termes positifs dont le résultat est négatif ! Il peut cependant se justifier en élargissant la notion de somme. Cela demanderait au minimum de parler de somme au sens de Cesàro, ce qui nous mènerait loin de notre sujet, donc revenons à Euler, et à son art de la sommation.


Sommations d’Euler et de Ramanujan


Partons de la somme déjà obtenue pour en introduire d’autres : S = 1 – 1 + 1 – 1 + 1 – 1 + … = 1/2

T = 1 – 2 + 3 – 4 + 5 – 6 + …

T =    1 – 2 + 3 – 4 + 5 + …

Ce qui, en sommant en colonnes, donne :

2T = 1 – 1 + 1 – 1 + 1 – 1 + … = 1/2, d’où T = 1/4

U = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + …

U – T = 4U

D’où U = –1/12, donc :

1 – 2 + 3 – 4 + 5 – 6 + … = 1/4

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + … = – 1/12








Le problème de Bâle

Euler se fit connaître en résolvant le problème de Bâle, qui résistait depuis un siècle à tous les mathématiciens. Il avait été posé en 1644 par Pietro Mengoli (1626-1686), un précurseur du calcul intégral, et repris par le grand Jacques Bernoulli, qui y travailla sans succès pendant quarante ans, au point d’écrire à son propos :



« Si quelqu’un nous trouve et nous communique ce qui, jusqu’ici, a échappé à nos efforts, grande sera notre reconnaissance. »





Il s’agissait de calculer la somme des inverses des carrés des entiers :
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Euler, né à Bâle, l’attaqua de façon à la fois originale et audacieuse. Sans rentrer dans les détails, elle revient à appliquer à la fonction sin x/x un résultat a priori valable pour les polynômes. Il trouva π2/6, ce qu’un calcul approché confirme – calcul qu’Euler faisait d’ailleurs de tête !


À vous de compter ►

Une somme géométrique


Combien vaut : S = 1 + 1/4 + 1/ 42 … ?

Réponse : a) 2 ; b) 4/3.








Percée théorique

Accepter qu’une somme infinie de termes puisse posséder un sens mathématique a débouché sur l’un des plus puissants outils de l’art du calcul. C’est Leonhard Euler qui en fut l’inventeur. Il cherchait à généraliser l’exponentiation à tous les nombres, alors que cette notion s’appliquait jusque-là aux nombres rationnels. Comme nous l’avons déjà rappelé, une puissance est la multiplication d’un nombre par lui-même : 24 = 2 × 2 × 2 × 2.

Précisons le vocabulaire : 24 définit une exponentielle où 2 est la base et 4, l’exposant. La base est a priori un nombre réel strictement positif, tandis que l’exposant un entier positif. Les règles de calcul impliquent que 2n+m = 2n × 2m est vrai pour toutes les valeurs des exposants n et m. Cette égalité est appelée l’équation fonctionnelle de l’exponentielle. Elle permet de généraliser sa définition. 

Elle implique que : 20 = 1, 2–1 = 1/2, 2–2 = 1/4, 2–3 = 1/8, etc. En poursuivant ce raisonnement, il est possible de l’étendre à des nombres rationnels. Ainsi, 21/2 est la racine carrée positive de 2 puisque 21/2 × 21/2 = 2 ; de même, 22/3 est la racine cubique de 4. Mais comment la généraliser encore davantage à tout nombre réel x ? C’est toujours possible avec la précision que l’on désire, moyennant l’encadrement de x par deux fractions. Par exemple, si 0,124 < x < 0,125, 2x est situé entre les valeurs 20,124 et 20,125.

Ce calcul s’effectue même sans calculatrice – Euler le faisait peut-être de tête, et un de ses contemporains avec une table de logarithmes ! Pour le premier nombre, on calcule d’abord 2124 dont on extrait la racine millième. On trouve 1,0897 et de même 1,0905 pour le second nombre, donc 2x vaut 1,090 à 0,001 près. Il est possible de calculer ainsi l’exponentielle de tout nombre réel. Bien sûr, de nos jours, on procède directement avec une calculatrice… grâce aux travaux d’Euler que nous exposons rapidement ici. 

Leonhard Euler eut de plus l’intuition absolument géniale d’écrire l’exponentielle de base a quelconque comme un polynôme de l’exposant : ax = A + Bx + Cx2 + Dx3 + etc. Il déduisit ensuite de l’équation fonctionnelle de l’exponentielle des relations entre les coefficients A, B, C, D, etc. Plus précisément, il les détermina tous en fonction de B et obtint la formule (voir l’encadré Les calculs d’Euler) :
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Où 3! doit être lu « factorielle 3 » et vaut 1 × 2 × 3 = 6 ; de même 4! = 1 × 2 × 3 × 4 = 24, etc.


Les calculs d’Euler


Pour trouver la valeur des coefficients des puissances, Euler part de l’égalité :

ax = A + Bx + Cx2 + Dx3 + etc.

En y portant x = 0, il obtient A = 1. D’autre part, l’équation fonctionnelle implique que : a2x = (ax)2, donc :

1 + 2Bx + 4Cx2 + 8Dx3 + etc. = (1 + Bx + Cx2 + Dx3 + etc.)2.

En développant le second membre de cette égalité et en ordonnant ses termes, Euler obtient les coefficients des puissances de x. Celui de x est 2B, comme dans le premier membre. Celui de x2 est plus intéressant, puisqu’il s’agit de B2 + 2C, alors que celui du premier membre est 4C. En les égalant, il obtient : B2 + 2C = 4C et donc : C = B2/2. En faisant de même pour le coefficient de x3 : 2D + 2BC = 8D d’où : D = B3/(2.3). Les calculs se poursuivent ainsi et donnent ensuite B4/(2.3.4), B5/(2.3.4.5), etc. Euler en tire l’égalité :
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Vue sous cet aspect, la fonction exponentielle la plus simple est celle pour laquelle B = 1. Pour savoir à quelle valeur de a elle correspond, il suffit de poser x = 1 dans la formule précédente d’où :
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Ce nombre est noté e (l’initiale d’Euler) et, parfois, appelé nombre d’Euler. Pour en obtenir une valeur approchée, on calcule un bon nombre de termes de la somme ci-dessus. On trouve 2,718 à 0,001 près.

La fonction exponentielle proprement dite est donc définie par l’identité :


[image: image]



Cette formule permet de calculer toute valeur de ex à la précision que l’on désire. Autrement dit, l’exponentielle est une fonction qui, à chaque valeur réelle de x, associe un nombre réel strictement positif. Cette relation se traduit graphiquement par une courbe.
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Graphe de la fonction exponentielle. À chaque valeur de x correspond une valeur y = ex. L’ensemble des points de coordonnées (x, y) forme une courbe, appelée graphe de la fonction exponentielle.






Catastrophe démographique

La fonction exponentielle est devenue une star des mathématiques et a rayonné en dehors de la discipline, comme la crise du Covid-19 l’a récemment illustré. Elle est attachée à une idée de croissance sans fin et dès lors s’emploie dans le langage courant chaque fois que l’on souhaite décrire l’emballement d’un indicateur. Dans ce sens, l’un des héritiers profanes d’Euler est l’économiste et démographe Thomas Robert Malthus (1766-1834). Celui-ci pensait que, sur chaque territoire, les populations s’accroissaient d’année en année selon un modèle exponentiel, c’est-à-dire que la population d’une année était égale à celle de l’année précédente, multipliée par un certain taux (strictement supérieur à un). Or l’augmentation des ressources alimentaires (en nombre d’habitants pouvant être nourris) suivait un modèle arithmétique, c’est-à-dire que les ressources d’une année valaient celle de l’année précédente, plus une certaine valeur, en raison du simple accroissement des terres cultivées. Malthus en déduisait qu’une catastrophe devait fatalement se produire car, un jour ou l’autre, le nombre d’habitants du territoire devait dépasser les capacités de celui-ci à les nourrir.
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Courbes d’évolution de la population et des ressources, selon Malthus. Il est absurde que la population dépasse les ressources requises à la nourrir.



Pour l’économiste, il n’y avait qu’un moyen d’échapper à cette catastrophe démographique : le contrôle des naissances. La suggestion fut très mal reçue à l’époque, en particulier par l’Église catholique. Depuis, le terme « malthusianisme » a une connotation péjorative et qualifie toutes les politiques antinatalistes. De façon générale, les modèles mathématiques sont créés pour rendre compte de certaines réalités, l’évolution d’une population ici. Mieux vaut éviter de l’oublier et ne pas les confondre avec la réalité… En l’occurrence, le modèle exponentiel n’est pas viable à long terme. Il est mensonger, puisqu’il suppose une croissance infinie.

Toujours est-il que l’exponentielle a trouvé un terrain de prédilection en économie, où les indicateurs s’emballent parfois vite. La raison en est que les intérêts retirés d’un placement, ou les bénéfices de façon plus générale, sont calculés en fonction d’un pourcentage appliqué sur les revenus d’une période précédente. Imaginons 100 € placés à 10 % annuels (ce chiffre étant choisi pour la simplicité des calculs et l’évidence des résultats) en intérêt simple d’une part et en intérêt composé d’autre part (les intérêts gagnés les années antérieures sont comptés pour estimer la somme reçue en fin d’année), et comparons l’évolution du capital investi.




	
	
	
Intérêt simple


	
	
	
Intérêt composé


	



	
Année


	
Solde initial


	
Intérêt


	
Solde final


	
Solde initial


	
Intérêt


	
Solde final





	
1


	
100


	
10


	
110


	
100


	
10


	
110





	
2


	
110


	
10


	
120


	
110


	
11


	
121





	
3


	
120


	
10


	
130


	
121


	
12,1


	
133,1





	
4


	
130


	
10


	
140


	
133,1


	
13,31


	
146,41





	
10


	
190


	
10


	
200


	
235,80


	
23,58


	
259,38





	
20


	
290


	
10


	
300


	
611,59


	
61,16


	
672,75






Évolution d’un capital de 100 € placé à 10 % l’an, 
 selon que les intérêts se composent ou non.

Ce tableau montre l’influence des intérêts composés sur l’évolution du capital. Après vingt ans, des intérêts composés procurent un capital double de celui obtenu avec des intérêts simples. Cet exemple met en évidence la différence entre le linéaire (les intérêts simples) et l’exponentiel (les intérêts composés). Ces calculs peuvent faire douter de la pérennité d’un tel placement. En fait, le taux d’intérêt cache souvent une dévaluation de la valeur de l’argent, qui a toujours une composante temporelle. Petit conseil au passage, si vous avez de l’argent placé : méfiez-vous des taux servis, ils sont souvent illusoires !
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Évolution d’un capital de 100 € placé au taux de 10 % en intérêts simples (courbe linéaire du bas) et en intérêts composés (courbe du haut). On reconnaît l’allure d’une exponentielle.



Un autre cas en économie où l’exponentielle a défrayé la chronique ces dernières années est la pyramide financière. Vous entrez malgré vous dans ce genre de système parce qu’on vous promet des taux d’intérêt mirobolants. En réalité, le taux promis aux clients est financé par l’argent apporté par de nouveaux clients. Les pyramides financières sont une arnaque grossière, mais il n’y a pas que pour les clients que les choses se gâtent un jour… Le système a sa propre dynamique qui devient rapidement impossible à assurer, et tout s’effondre !

Par exemple, pour un portefeuille d’actions de 1 000 € rémunéré à 50 % l’an, si la pyramide commence avec 10 000 personnes, à la fin de l’année, l’escroc à sa tête devra trouver 5 000 000 € c’est-à-dire 5 000 nouveaux clients, sans compter les frais de gestion et la rémunération. Comme chaque année, il faut 50 % de clients de plus, l’effectif de la clientèle suit une courbe exponentielle. La faillite est inévitable quand il n’existe plus assez de clients potentiels dans la population. En général, le cerveau de l’affaire s’enfuit avant… Ces pyramides financières portent aussi le nom de système de Ponzi, du nom d’une crapule des années 1920 qui promettait un rendement de 40 % en trois mois ! La plus grande pyramide financière connue est celle montée par Bernard Madoff, père d’une escroquerie qui dura de 1960 à 2008 tout de même.




Beauté mathématique

La fonction exponentielle a réservé bien des surprises à son découvreur, Euler. La formule : 
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permet en effet de définir la fonction exponentielle même si x est un nombre imaginaire (voir chapitre 7). En réalisant cela, Euler a soudain vu un lien avec la géométrie du cercle. Plus précisément, il a montré que, si x est un nombre réel, l’affixe de eix (le point qu’il décrit dans le plan) est le point M du cercle de centre O et de rayon 1 tel que OM fasse l’angle x avec l’axe des abscisses :
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De façon étonnante, on peut ainsi définir cos x et sin x comme les coordonnées de eix, ce qui donne les valeurs des cosinus et sinus via les nombres complexes. Mais il y a mieux. En remplaçant x par π, nous obtenons : eiπ = –1 et donc : eiπ+ 1 = 0.



Cette formule est considérée par beaucoup de mathématiciens comme un parangon de beauté. Où puise-t-elle son esthétique cachée ? Sans doute dans la réunion des cinq constantes les plus importantes des mathématiques : 0 et 1, les neutres de l’addition et de la multiplication, le nombre complexe i, racine carrée de –1 et les deux principales constantes transcendantes : e et π. Y apparaissent aussi les lois les plus usuelles : addition, multiplication et exponentiation, tandis que le cercle se devine sous la présence du nombre d’Archimède, π.

Si cette formule vous laisse complètement indifférent, je suis persuadé que vous avez déjà été ému par une courbe exponentielle. Une exponentielle habille l’un des plus célèbres monuments au monde : la tour Eiffel. Selon les écrits que Gustave Eiffel a laissés, l’élancement de sa tour ne doit rien au hasard, même si le résultat pourrait plaider pour un simple souci esthétique. Selon l’ingénieur, la géométrie a été étudiée mathématiquement pour résister au vent. Plus précisément, il affirme que le moment des forces appliquées par le vent en chaque point est égal et opposé au moment du poids de la structure en ce point. Les calculs qu’il a effectués n’ayant pas été publiés, on a longtemps soupçonné les ingénieurs d’Eiffel d’avoir opéré empiriquement pour obtenir la forme de type exponentiel qu’on connaît…

Jusqu’en 2005, lorsque deux mathématiciens américains, Patrick Weidman et Iosif Pinelis, ont recalculé le galbe de la Dame d’acier ! En suivant les indications d’Eiffel, ils ont débouché sur une équation relativement simple, dont la solution est bien une exponentielle. En réalité, la tour Eiffel est composée de deux exponentielles pour tenir compte de la différence de forces du vent à la base et au sommet.


[image: image]

La tour Eiffel présente une forme exponentielle.






Des tables pour les logarithmes

La fonction inverse de l’exponentielle rencontrera la même gloire que son aînée. Il s’agit en effet ni plus ni moins que du logarithme. Mettons que vous connaissiez la valeur y d’une exponentielle et que vous cherchiez le x qui en est à l’origine (autrement dit, y est relié à x par y = ex). Dans ce cas, cette valeur x est appelée le logarithme népérien de y et se note x = ln y.

L’adjectif « népérien » vient de l’inventeur des logarithmes, John Napier, que nous avons déjà rencontré à l’occasion de cette invention. Comme l’exponentielle transforme une addition en multiplication (ex+y = ex × ey), le logarithme transforme un produit en somme (ln xy = ln x + ln y). Cette propriété fut longtemps utilisée pour remplacer les multiplications par des additions, et les divisions par des soustractions. Des tables donnaient les valeurs des logarithmes des nombres, et des exponentielles en les lisant à l’envers. Ainsi, pour calculer le produit de deux nombres, disons 12,132 605 et 5,456 308, on cherchait leurs logarithmes dans la table, ce qui donne ln (12,132 605) = 2,495 896 457 et ln (5,456 308) = 1,696 772 371. On additionnait ensuite ces deux nombres, soit le logarithme du produit P : ln P = 4,192 668 828. En lisant la table à l’envers, on obtenait alors P comme l’exponentielle de ce nombre 4,192 668 828, d’où P = 66,199 299 77.
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Graphe de la fonction logarithme : il est symétrique de celui de l’exponentielle par rapport à la bissectrice des axes car les points de coordonnées (x, y) et (y, x) le sont.



La fonction logarithme la plus utilisée dans ce cadre n’était pas le logarithme népérien, mais le logarithme décimal, qui résulte du remplacement de e par 10. Ainsi, y = log x (ou log désigne le logarithme décimal) équivaut à x = 10y. Les deux logarithmes sont proportionnels. Plus précisément, log x = (ln x)/(ln 10).




Alvéoles d’abeille

La précision des tables avait une grande importance, car elle commandait celle de tous les calculs que les scientifiques étaient amenés à effectuer. En voici un exemple historique issu de l’apiculture. Le gâteau de cire construit par les abeilles pour y déposer leur miel est formé de deux couches d’alvéoles réunies par leur fond.
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Les alvéoles des abeilles sont des prismes de base hexagonale terminés par trois losanges inclinés, un peu comme un crayon taillé.



 

Dès l’Antiquité, on avait constaté que les alvéoles ressemblaient à des prismes droits à base hexagonale régulière. Ce n’est qu’au XVIIIe siècle, toutefois, que l’on remarqua que le fond était l’assemblage de trois losanges identiques, appartenant chacun à deux alvéoles opposées. En 1712, Giacomo Filippo Maraldi (1665-1729), un astronome de l’observatoire de Paris, mesura même l’angle des losanges et trouva 109°28’.

En 1739, René-Antoine Réaumur (1683-1757) soupçonna les abeilles de construire le fond de façon à utiliser le minimum de cire possible. Sans préciser l’origine de son problème, il demanda à Samuel König (1712-1757) de le résoudre. Ce mathématicien allemand était connu pour avoir enseigné les mathématiques à la célèbre marquise Émilie du Châtelet (1706-1749), traductrice française des œuvres de Newton. König traita le problème par le calcul infinitésimal et, en utilisant une table de logarithmes, il en déduisit la valeur de 109°26’ ! L’intuition de Réaumur était juste et les abeilles semblaient d’étonnantes architectes, se contentant de commettre une erreur marginale par rapport à la théorie. On s’émerveilla de leurs talents et on se demanda comment elles pouvaient bien s’y prendre. L’histoire ne s’arrête toutefois pas là. À l’époque, les marins exploitaient la même table que König pour leurs calculs. Malheureusement, il fallut un naufrage quelques années plus tard pour que l’on découvrît quelques erreurs dans le document… En 1743, muni des tables rectifiées, on corrigea le résultat trouvé par König et on découvrit que la valeur optimale était en réalité 109°28’. Soit exactement l’angle utilisé par les abeilles ! Celles-ci s’étaient ainsi montrées de meilleures mathématiciennes que les hommes.




Les infinis qu’on peut mettre dans sa poche


À vous de compter ►

L’escargot


Un matin, un escargot tombe au fond d’un puits de dix mètres de profondeur, il décide de remonter. Il monte trois mètres dans la journée, mais glisse de deux mètres la nuit. Combien de jours lui faut-il pour remonter ?

Réponse : a) 10 ; b) 9 ; c) 8.





Euler et ses successeurs n’ont pas clos le débat sur l’existence de l’infini. La fonction exponentielle l’illustre à merveille : l’infini est nécessaire au calcul et fournit des résultats importants. Les mathématiques sont une science pragmatique : cela suffit pour accorder une existence à l’infini, au moins sous forme potentielle. 

Al-Kindi, qui l’avait examiné de façon philosophique, y avait renoncé en arguant que considérer un infini impliquait l’existence de plusieurs infinis… Pour lui, l’infini était absolu ou n’était pas ! Cette idée rapproche étrangement le zéro et l’infini, si l’on songe à Pascal qui refusait de rien retrancher à zéro. Il faudra Georg Cantor, que nous avons déjà rencontré, pour dépasser ce raisonnement. Accepter l’idée d’un infini, c’est en effet accepter la possibilité de plusieurs infinis, une idée particulièrement troublante.

Mais quels types d’infinis pourraient bien exister ? L’idée d’infini la plus simple est celle des ensembles dont on peut imaginer de numéroter les éléments sans jamais les épuiser, comme celui des entiers naturels : 1, 2, 3, etc. C’est ce que j’appelle l’infini qu’on peut mettre dans sa poche (même si votre poche va déborder à un moment ou un autre). Le corps des nombres rationnels est également dénombrable. Pour le prouver, il faut être capable de donner un numéro à chacun de ses éléments. Poursuivant cet objectif, Cantor a généralisé la notion de cardinal, que nous avons vue pour les ensembles finis, aux ensembles infinis : deux ensembles ont le même cardinal s’ils peuvent être mis en correspondance biunivoque.


Rangement des nombres rationnels positifs


Sur cette figure, les points marqués par des cercles sont les points à coordonnées entières. Sur la droite horizontale du bas, le premier à gauche est (1, 1), le dernier à droite, (7, 1). Sur la droite verticale de gauche, le premier en bas est (1, 1) et le dernier en haut, (1, 7). À chaque nombre rationnel, comme 1/2, correspondent plusieurs points du plan à coordonnées entières, ici (1, 2), (2, 4), etc. On attribue à chacun son numéro d’ordre dans le parcours décrit ci-dessus. La première occurrence de chacun est notée en gris. Dans l’ordre, nous obtenons : 1, 2, 1/2, 1/3, 3, 4, 3/2, 2/3, 1/4, 1/5, 5, 6, 5/2, 4/3, 3/4, 2/5, 1/6, 1/7, 3/5, 5/3, 7, etc. Tous les nombres rationnels positifs peuvent être ainsi numérotés : leur ensemble est donc dénombrable.
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Pour les ensembles infinis, cette notion livre quelques résultats surprenants. Ainsi, l’ensemble des nombres pairs a le même cardinal que celui de tous les nombres entiers, car on peut mettre les deux en correspondance en associant à tout nombre son double, soit : 1 ⇔ 2, 2 ⇔ 4, 3 ⇔ 6, etc. Si un ensemble est infini, on peut toujours numéroter une partie de ses éléments. Il contient donc un ensemble dénombrable. Ainsi, le plus petit cardinal infini est celui des ensembles dénombrables. Cantor baptisa ce cardinal א0 (« aleph zéro »), du nom de la première lettre de l’alphabet hébraïque et de l’alphabet phénicien avant lui. Elle était la première lettre du mot signifiant « taureau », symbole de la puissance dans certaines civilisations. Notre « A » en a dérivé. Si on l’écrit à l’envers (∀), on peut y voir une tête de taureau stylisée, avec ses deux cornes. Le « 0 » en indice est là pour rappeler que א0 est le plus petit cardinal infini.

Cantor mit à profit ce type de considérations sur la taille des infinis pour émettre une audacieuse prédiction. Son idée de départ fut de numéroter les nombres algébriques. Rappelez-vous, ce sont les nombres qui sont solutions des équations polynomiales à coefficients entiers. Cantor réussit dans cette tâche, ce qui signifiait que leur ensemble est bel et bien dénombrable. Néanmoins, quand il s’attaqua aux nombres réels, un problème surgit. Il aboutissait chaque fois à une contradiction (voir l’encadré La diagonale de Cantor), de sorte qu’il fut obligé d’admettre que leur ensemble était non dénombrable.


La diagonale de Cantor


Écrivons les nombres entre 0 et 1 dans l’ordre de leur numérotation supposée (dont l’existence correspond à l’hypothèse de dénombrabilité), l’un en dessous de l’autre, puis conservons-en la diagonale, ici 252… Nous obtenons une suite de chiffres, que nous modifions à loisir afin d’obtenir un nouveau nombre. Où est-il rangé ? Nulle part !
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La conclusion s’imposait : le corps des nombres réels est de cardinal strictement plus grand que א0. Depuis Cantor, on dit qu’il a la puissance du continu. L’ensemble des nombres algébriques étant dénombrable, Cantor en déduisit qu’il ne pouvait se confondre avec celui des nombres réels… d’où l’existence d’autres nombres réels, non algébriques. Ces nouveaux nombres furent appelés nombres transcendants. La démonstration de Cantor fit scandale dans le monde mathématique. Et pour cause, elle établissait l’existence de nombres sans en exhiber un seul !




La crise des fondements : on rase gratis

La démarche de Cantor est malgré tout correcte, même si elle manque de rigueur. En effet, de façon aujourd’hui qualifiée de naïve, il appelle « ensemble » toute collection d’objets pouvant être rassemblés, pour leur appliquer ensuite toutes sortes d’opérations. Très vite, cette démarche a engendré des paradoxes. Depuis, on appelle cette période, qui a occupé la fin du XIXe siècle et le début du XXe siècle, la crise des fondements. Ces paradoxes sont tous plus ou moins liés à celui-ci, qui est dû à Bertrand Russell (1871-1970) : « Dans un village, un barbier déclare raser tous les hommes ne se rasant pas eux-mêmes, et seulement ceux-là. Qui rase le barbier ? »

Si nous suivons la phrase précédente à la lettre, si le barbier ne se rase pas lui-même, il fait partie des hommes ne se rasant pas eux-mêmes… donc il se rase ! De même, s’il se rase, le barbier ne peut pas le raser, or le barbier, c’est lui. La question est sans réponse, et ne peut que rendre fou. L’idée sous-jacente est l’autoréférence, une véritable dynamite logique. Plutôt que de disséquer le paradoxe du barbier pour y trouver ce concept, voyons comment il permet de fabriquer d’autres paradoxes. Voici sans doute le plus simple : « Cet énoncé est faux. »

Si cet énoncé est faux comme il l’affirme, alors il est vrai. La contradiction logique vient précisément du fait que la phrase entre guillemets se réfère à elle-même, or nous sommes obligés d’en sortir pour juger de sa validité. L’histoire du barbier et la diagonale de Cantor sont deux autres exemples d’autoréférence. En ce qui concerne la théorie des ensembles, Bertrand Russell montra ainsi que l’on ne peut pas parler de l’ensemble de tous les ensembles, c’est-à-dire de l’ensemble dont les éléments seraient tous les ensembles.

En effet, imaginons un instant qu’il existe. Cet ensemble appartient alors à lui-même. Cette affirmation semble étrange, mais pourquoi pas ? A priori, aucune logique ne nous interdit de le penser ! Par esprit de contradiction, considérons alors les ensembles n’appartenant pas à eux-mêmes, puis l’ensemble de ces ensembles. Où est-il ? S’il s’appartient, il ne s’appartient pas, et s’il ne s’appartient pas, il s’appartient. Une histoire de fou, n’est-ce pas ? Sans précaution, il est possible de fabriquer de telles chimères. Pour l’ensemble de tous les ensembles, je ne m’appesantirai pas, mais sachez qu’il faut également l’exclure.


À vous de compter ►

Une phrase autoréférente


On considère la phrase :

Cette phrase contient ______ consonnes de plus que de voyelles.

Peut-on remplacer la partie soulignée par un nombre écrit en toutes lettres, de sorte qu’elle devienne exacte ?

Réponse : a) Oui ; b) Non.








Accepter l’indémontrable

Quelle règle suivre pour autoriser ou non certains ensembles ? Comment fonder les mathématiques sur des bases solides ? Pour David Hilbert (1862-1943), et la plupart des mathématiciens depuis, la réponse tient dans un effort d’axiomatisation. La méthode axiomatique consiste à énoncer des vérités premières que l’on admet, et que l’on nomme « axiomes ». Ensuite, on tire toutes les conséquences logiques de ces axiomes, que l’on appelle « théorèmes ». De même qu’Euclide ne put prouver que, par un point, il passe une et une seule parallèle à une droite donnée, Cantor échoua à démontrer qu’il n’existe aucun ensemble infini dont le cardinal est compris entre dénombrable et continu. À deux mille ans de distance, leurs démarches furent identiques : ils supposèrent leurs résultats vrais.

Le premier est connu sous le nom de postulat d’Euclide, le second, sous celui d’hypothèse du continu. Cela revient donc à dire que le deuxième cardinal infini, noté א1, est le continu. Nier le postulat d’Euclide a amené les mathématiciens à découvrir les géométries non euclidiennes. Autrement dit, ce postulat est un axiome indépendant des autres. En est-il de même de l’hypothèse du continu ?

Juste pour votre culture, voici un condensé de l’axiomatique usuelle de la théorie des ensembles. Sa première version est due à Ernst Zermelo (1871-1953). Elle comprend six axiomes : extensionalité, paire, réunion, ensemble des parties, infini et schéma d’axiomes de compréhension (si vous avez soif de détails, allez voir l’encadré Les axiomes de Zermelo, p. 214). Cette liste fut complétée ensuite par Abraham Fraenkel (1891-1965) par le biais de l’axiome de fondation, qui permet d’exclure le paradoxe de Russell (un ensemble ne peut s’appartenir). On y ajoute souvent l’axiome du choix, qui permet de distinguer un élément dans un ensemble, autrement dit de le choisir. En référence à ces deux auteurs, on parle d’axiomatique ZFC (Zermelo, Fraenkel, choix).

Faut-il connaître sur le bout des doigts les détails de ces axiomes pour faire des mathématiques ? Absolument pas. Kurt Gödel (1906-1978) a prouvé que l’on pouvait ajouter l’hypothèse du continu aux axiomes ZFC sans contradiction. Paul Cohen (1934-2007), lui, a montré qu’il en était de même si on y ajoutait la négation de l’hypothèse du continu. En conclusion, l’hypothèse du continu est indépendante des axiomes ZFC. On dit également indécidable, sous-entendu dans la théorie ZFC.


Les axiomes de Zermelo


L’axiome d’extensionalité fournit les critères d’égalité de deux ensembles. Les autres axiomes sont des axiomes de construction d’ensembles. Dans ce sens, l’esprit des axiomes de la paire, de la réunion et de l’ensemble des parties est assez clair. Celui de l’infini affirme l’existence d’un ensemble infini, plus précisément d’un ensemble contenant une représentation de l’ensemble des entiers naturels. Le schéma d’axiomes de compréhension permet de considérer des ensembles d’éléments vérifiant une certaine propriété.





Arrêtons-nous un instant sur la fin de la vie de Gödel, car elle est tragique. Au milieu des années 1970, il s’était persuadé d’un complot visant à l’empoisonner et ne mangeait que si sa femme avait goûté ce qu’il devait ingérer ! Hélas pour Gödel, elle fut hospitalisée et il cessa de se nourrir au point d’en mourir. Étrangement, Cantor, à qui l’on doit l’hypothèse du continu, souffrait également de troubles mentaux à la fin de sa vie. De là à conclure que les mathématiques rendent fou…


À vous de compter ►

L’hôtel de Hilbert


L’hôtel de Hilbert contient une infinité de chambres, mais il est complet. Un client arrive. L’hôtel peut-il l’accueillir ?

Réponse : a) Oui ; b) Non.





Revenons à nos axiomes. Pour concevoir une théorie où l’hypothèse du continu est vraie, il suffit de l’ajouter comme axiome. Cette méthode est très artificielle car, contrairement au postulat d’Euclide (voir l’encadré Postulat d’Euclide), un tel axiome n’a rien de naturel, même si on peut l’admettre d’un point de vue purement logique. Un mathématicien platonicien s’y refusera car, pour lui, le monde des idées mathématiques existe et ne dépend pas de nos fantaisies. Les axiomes doivent être « raisonnables » si nous voulons que leurs conséquences le soient. De façon concrète, cela revient à identifier vérité et efficacité. Un axiome est considéré comme « vrai » s’il conduit à une théorie utile. Cette idée de lier la vérité à son utilité peut scandaliser, mais les vertiges de l’infini nous ont enseigné que l’homme ne pouvait s’attendre à mieux.


Postulat d’Euclide


À l’époque moderne, le postulat d’Euclide, qui est en fait un axiome, s’énonce ainsi : « Un point A et une droite D étant donnés, il passe par A une et une seule droite parallèle à D. » Il est indépendant des autres axiomes de la géométrie plane dans le sens que, si on le nie, on obtient d’autres géométries, tout aussi valables et utiles : les géométries non euclidiennes.













Chapitre 10

L’ère numérique


Le 4 juin 1996, un bit (c’est-à-dire un chiffre dans le système binaire, soit 0 ou 1) coûta des dizaines de millions d’euros : 37 secondes après son décollage, la fusée Ariane V explosait à 4 000 mètres d’altitude. Pourquoi incrimina-t-on un bit dans la catastrophe ? Parce que, après enquête, on s’aperçut qu’elle avait été provoquée par une défaillance du logiciel de navigation pourtant repris de la fusée Ariane IV, où il n’avait jamais causé le moindre problème. Or la panne tirait son origine de l’amplitude d’une seule variable, l’accélération horizontale. Elle était codée sur 8 bits, ce qui suffisait sur Ariane IV, mais plus sur Ariane V, où toute l’informatique reposait sur des nombres… écrits sur 9 bits. Lorsqu’il dut effectuer certaines additions, le logiciel obtint des valeurs erronées et décida la destruction de la fusée : boum.
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Le 4 juin 1996, Ariane V s’élance dans le ciel de Kourou en Guyane. À peine 37 secondes plus tard, le lanceur dévie brutalement de sa trajectoire, ce qui provoque son explosion. En cause, un codage sur 8 bits hérité d’Ariane IV, au lieu de 9 pour la nouvelle fusée.




« Dieu qui met de l’ordre dans le monde »

Dans l’introduction du livre, je racontais voir des nombres partout où mon regard se posait autour de moi. J’aurais pu tout aussi bien tenir les mêmes propos avec des 0 et des 1, tant l’informatique imprègne notre époque. « Les atomes et les bits sont les plus petits éléments de notre société moderne », selon le vulgarisateur des mathématiques Laurent Lasalle. Le statut des nombres a évolué dramatiquement depuis l’avènement des ordinateurs. Mais d’où vient le terme « ordinateur » ? Le choix de ce mot en français, au lieu du computer anglais, qui signifie simplement « calculateur », est troublant. En 1955, la société IBM France cherchait à remplacer le terme anglais. Le mot « ordinateur » lui a été suggéré par Jacques Perret (1906-1992), professeur de latin à la Sorbonne et théologien catholique ! L’érudit proposa ce terme car il avait désigné, au Moyen-Âge, « Dieu qui met de l’ordre dans le monde », avant de tomber en désuétude.

Cette proposition était prémonitoire, quand on sait l’importance que revêtent actuellement les ordinateurs dans notre compréhension du monde. Aujourd’hui, tout est numérique, c’est-à-dire nombre, comme le rêvait Pythagore, même si le lien entre numérique et nombre est souvent oublié. Comment sommes-nous entrés dans l’ère numérique ? Quelles mathématiques l’invention des ordinateurs a-t-elle réclamées ?




Drôle de machine

À la base de l’informatique repose le système binaire, l’idée selon laquelle n’importe quel nombre s’écrit sous forme d’une suite de 0 et 1. Si l’invention de la base 2 se perd dans les limbes du passé, la première personne à avoir pressenti l’intérêt de son usage pour animer les machines à calculer est sans doute Leibniz, dans De progressione dyadica. L’informatique moderne puise ses racines dans cet ouvrage. Le scientifique allemand y décrit comment effectuer les quatre opérations classiques en binaire. Voici comment s’effectue une multiplication en base 2, par exemple 1 101 multiplié par 111. L’algorithme s’effectue en fait exactement comme en base 10 :


[image: image]

Une multiplication en base 2.



Malgré la simplicité des calculs, ces règles ne sont guère adaptées à une utilisation humaine, car les nombres deviennent très longs à écrire. Ici, 1 101 vaut 8 + 4 + 1 = 13 en base 10 et 111, 4 + 2 + 1 = 7. Le résultat est donc 13 × 7, soit 91, qui vaut bien 64 + 16 + 8 + 2 + 1, comme le signifie l’écriture binaire 1011011.

La division s’écrit de même en binaire. Il suffit de savoir effectuer des soustractions, ce qui n’est pas toujours si simple, à cause des retenues qui se transmettent bien plus vite qu’en décimal. Pour être plus précis, examinons comment s’effectue la division de 10011001 par 1101 :


[image: image]

Une division en base 2.



Ici, 10011001 vaut 128 + 16 + 8 + 1 = 153 en base 10 et 1101, 8 + 4 + 1 = 13. Le quotient de 153 par 13 est bien 11, qui s’écrit 8 + 2 + 1 soit 1 011 en binaire, et le reste est 10, qui s’écrit 8 + 2, soit 1 010 en binaire.


[image: image]

Gottfried Wilhelm Leibniz décrivit le principe du calcul binaire.



Dans De progressione dyadica, Leibniz entrevoit l’avantage du système binaire. Il énonce comment automatiser ces opérations à l’aide d’une machine. Sa description fait évidemment sourire les contemporains que nous sommes, entourés de micro-ordinateurs, mais, pour l’époque, sa démarche était visionnaire et vaut la peine d’être connue : 



« Ce type de calcul pourrait également être réalisé avec une machine (sans roues [les machines de l’époque en avaient toutes]), de la manière suivante certainement très facilement et sans effort. Avec une boîte munie de trous, qui peuvent être ouverts et fermés. Ils sont ouverts ou fermés aux places qui correspondent avec une petite roue à deux dents. Les trous sont ouverts à l’endroit qui correspond à 1 et restent fermés à l’endroit qui correspond à 0. Par les trous ouverts, tomberont des petits cubes ou des billes dans des rigoles, et rien au travers des trous fermés. La boîte est décalée de colonne en colonne, comme la multiplication l’exige. Les rigoles représentent les colonnes, et aucune bille ne devrait pouvoir sortir d’une rigole vers l’autre, à moins d’un mouvement de la machine. Ensuite toutes les billes roulent dans la rigole suivante, une étant prise et l’autre tombant dans un trou (et remplit alors une base), une seule bille passant par la porte. Car la chose peut être organisée ainsi que deux billes sortent nécessairement toujours ensemble, et autrement ne doivent pas sortir. »





La machine imaginée par Leibniz n’a jamais été réalisée. Sa description manque d’ailleurs de précision, mais ses principes correspondent aux multiplicateurs binaires modernes fonctionnant électroniquement, c’est le principal.


Le code Wi-Fi, le binaire et l’hexadécimal


Quand on utilise un système Wi-Fi, le système demande de saisir une suite de 26 symboles tels que 9A8356D713058F4569C54039A0. Il s’agit en fait d’un nombre écrit en hexadécimal, c’est-à-dire en base 16. En effet, dans ce système, les chiffres sont 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F. Ils correspondent chacun à quatre bits selon la table :




	
0


	
1


	
2


	
3


	
4


	
5


	
6


	
7





	
0000


	
0001


	
0010


	
0011


	
0100


	
0101


	
0110


	
0111





	
	
	
	
	
	
	
	



	
8


	
9


	
A


	
B


	
C


	
D


	
E


	
F





	
1000


	
1001


	
1010


	
1011


	
1100


	
1101


	
1110


	
1111






Signification des chiffres hexadécimaux, c’est-à-dire des chiffres du système de base 16. En plus des chiffres usuels, ce système utilise les chiffres A, B, C, D, E et F qui représentent 10, 11, 12, 13, 14 et 15.

La clef (9A83…) correspond donc ici à 1001 1010 1000 0011 0101 0110 1101 0111 0001 0011 0000 0101 1000 1111 0100 0101 0110 1001 1100 0101 0100 0000 0011 1001 1010 0000 puisque chaque chiffre hexadécimal remplace quatre bits. La clef de 26 chiffres représente donc 26 × 4, soit 104 bits. Le système en exploite en fait 128, les 24 autres étant ajoutés automatiquement.






À vous de compter ►

La multiplication binaire


En effectuant les opérations en binaire, combien vaut 101 multiplié par 11 ?

Réponses : a) 1 111 ; b) 1 011.








Système binaire et pesée

Leibniz utilisait le système binaire également pour des questions de pesée, une question autrefois pratique, qui reste aujourd’hui ludique. Il suppose l’utilisation d’une balance de Roberval, qui fut inventée par Gilles Personier de Roberval (1602-1675).


[image: image]

Schéma d’une balance de Roberval. Le parallélogramme articulé aux quatre sommets (en gris) pivote autour du point marqué (en gris) sur la figure. L’aiguille est dirigée verticalement quand les poids sur les plateaux s’équilibrent.



En passant, remarquez que l’œuvre de Roberval ne se réduit pas à la physique et à la balance qui porte son nom. Comme nous l’avons souligné dans Toutes les mathématiques du monde, il fait partie des précurseurs du calcul intégral finalement co-inventé par Leibniz et Newton. Il s’est également occupé des Éléments d’Euclide de façon critique, au niveau des démonstrations. Malheureusement, il mourut avant que son livre Éléments de géométrie ne soit publié. 

Nous donnons le schéma de la balance, mais, pour comprendre l’usage que l’on en fait, il suffit de savoir que les deux plateaux s’équilibrent quand les masses qui s’y trouvent sont égales. En marge de son système binaire, Leibniz a montré que, si on dispose d’une série de poids dont chacun est le double du précédent, on peut effectuer toutes les pesées possibles. Pour saisir comment, imaginons un objet de 713 grammes à peser avec des poids de 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256 et 512 grammes. L’objet étant dans un plateau, nous commençons par placer le plus gros poids possible, c’est-à-dire celui de 512 grammes, dans l’autre. Nous recommençons ensuite itérativement jusqu’à l’équilibre.

Voyons les étapes de ce processus. Le déficit est de 713 – 512 = 201 grammes. Nous utilisons alors le poids de 128 grammes (le plus gros possible). Il reste 201 – 128 = 73 grammes. Après le poids de 64 grammes, il ne reste plus que 9 grammes. Nous terminons en décomposant 9 en 8 + 1. Finalement, nous avons équilibré le poids de 713 grammes avec les poids prévus. D’un point de vue arithmétique, cela s’écrit :

713 = 512 + 128 + 64 + 8 + 1.

Ce résultat correspond à l’écriture de 713 en base 2 : 713 = 29 + 27 + 26 + 23 + 20, ce que l’on peut noter : 1011001001. En base 10, nous écrivons : 713 = 7.102+ 101+ 3.100. La différence apparente est que l’écriture en base 2 n’implique que des additions, pas de multiplication. En fait, il n’en est rien, puisque les chiffres en base 2 sont seulement 0 et 1 au lieu de 0, 1,…, 9. La propriété est générale, notre démarche prouve d’ailleurs que tout nombre s’écrit en binaire.




Bachet de Méziriac, mathématicien, traducteur et poète

À l’occasion d’une récréation mathématique, Claude Bachet de Méziriac (1581-1638) a montré que, à condition d’utiliser les deux plateaux, on peut peser n’importe quel objet à l’aide d’une série de poids dont chacun est le triple du précédent, introduisant ainsi le système ternaire. Voyons comment sur l’exemple précédent et des poids de 1, 3, 9, 27, 81, 243 et 729 grammes.

L’idée précédente fonctionne si on dispose de deux poids de chaque sorte. Il suffit d’écrire 713 en ternaire (c’est-à-dire en base 3). On commence par retrancher deux fois 243 à 713, il reste 227. On recommence avec deux fois 81, il reste 65. On retranche alors deux fois 27, il reste 11, ce qui fait 9 plus deux fois 1. Cette suite d’opérations fournit l’écriture ternaire : 222102, ce que l’on peut écrire : 713 = 2.35 + 2.34 + 2.33 + 32 + 2.30. Pour conclure, l’idée essentielle est d’éliminer les 2 du membre de droite de cette égalité en remarquant que : 3 = 2 + 1. Plus précisément : 713 + 35 + 34 + 33 + 30 = 36 + 35 + 34 + 32 + 31, ce qui se simplifie en : 713 + 33 + 30 = 36 + 32 + 31, c’est-à-dire en : 713 + 27 + 1 = 729 + 9 + 3. Il suffit donc de disposer des poids de 27 grammes et 1 gramme dans le plateau de gauche et de 729, 9 et 3 grammes dans celui de droite.

L’histoire est connue : c’est dans la marge de son exemplaire de la traduction latine de l’Arithmétique de Diophante par Bachet, à la page discutant de l’équation du second degré x2 + y2 = z2, que Fermat nota qu’elle n’avait pas de solutions non triviales pour l’équation cubique, bicarrée ou au-delà… et qu’il en avait une démonstration merveilleuse, mais que la marge était trop étroite pour la contenir ! Sans doute la démonstration de Fermat était-elle fausse, car il a fallu attendre la fin du XXe siècle pour qu’une preuve soit trouvée.

Bachet avait d’autres cordes extra-mathématiques à son arc, car il est également connu comme poète. Voici deux vers d’un poème en hommage à une certaine Rosine :




« Rosine avec moi pourrait parfaitement

Comme en un abrégé représenter le monde… »










Connecteurs logiques

Après cet approfondissement de la base 2 et ce détour vers la base 3, revenons aux ordinateurs. Comment le principe de Leibniz y est-il traduit ? Pour concevoir un ordinateur fondé sur le système binaire, il faut d’abord pouvoir véhiculer des bits. L’électricité a fourni une solution : un courant passe ou ne passe pas dans un circuit. En pratique, on utilise un courant de 0 ou 5 volts pour représenter 0 et 1, mais on pourrait tout aussi bien imaginer des tuyaux où de l’eau circulerait ou non. Pour appliquer les opérations élémentaires sur ces bits, les premiers concepteurs d’ordinateurs jetèrent un pont entre les mathématiques de la base 2 et la logique. En considérant que les deux valeurs 0 et 1 sont interprétables en signaux « faux » et « vrai », ils se sont mis à dessiner leurs circuits à base des trois connecteurs logiques fondamentaux : « non », « et » et « ou » (voir la figure ci-après). L’Anglais George Boole (1815-1864) avait développé ce système pour montrer que les raisonnements logiques sont sujets à des lois mathématiques.


[image: image]

Tables de vérité des trois connecteurs logiques. Le connecteur « non » conduit au contraire. Pour le connecteur « ou », un seul argument « vrai » provoque « vrai » comme résultat. Le vrai l’emporte. Pour le connecteur « et », un seul argument « faux » provoque « faux » comme résultat. Le faux l’emporte.



Pour réaliser un ordinateur, il suffit de savoir recopier des cases mémoire et de disposer des trois connecteurs logiques élémentaires « non », « et » et « ou ». Voici comment ces connecteurs sont symbolisés aux États-Unis, les symboles européens n’étant pratiquement plus utilisés, même en France :
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Symboles des portes logiques « non », « et » et « ou ».



Comment réalise-t-on les opérations élémentaires avec ces connecteurs ? Le plus simple circuit à concevoir est l’additionneur de deux nombres à un bit chacun. Il comporte deux entrées, les bits à additionner, et deux sorties, le résultat et une retenue (comme celles que nous rencontrons dans l’algorithme classique de l’addition). L’algèbre inventée par Boole permet de calculer les sorties en fonction des entrées en utilisant les trois connecteurs logiques, puis de dessiner un circuit réalisant l’addition.


[image: image]

Additionneur de deux nombres à un bit chacun. La retenue correspond à un simple « et » logique. La somme est plus compliquée : ((non a) et b) ou (a et (non b)).



À partir de cet additionneur « un bit », on peut construire un additionneur fonctionnant sur autant de bits que nécessaire. Il faut cependant tenir compte de la retenue. L’additionneur « un bit » élémentaire à utiliser a donc une entrée supplémentaire. Il est possible de le fabriquer à partir de l’additionneur précédent, que je noterai d’un carré. Ce symbole est simplement destiné à simplifier la conception d’additionneurs plus sophistiqués.
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Symbole de l’additionneur « un bit ».



À partir de celui-ci, nous pouvons construire un additionneur admettant une retenue en entrée :


[image: image]

Additionneur « un bit » avec retenue en entrée.



Le fonctionnement de ce circuit se vérifie au moyen de l’algèbre de Boole, et la méthode se généralise. Pour continuer, j’utiliserai un nouveau symbole pour désigner l’additionneur « un bit » avec retenue en entrée : un rectangle. Pour construire ensuite un additionneur « trois bits », il suffit de composer deux additionneurs « un bit » avec retenue (ci-contre).
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Additionneur à trois bits ; il est facile de le généraliser.



De la même façon, on peut créer un circuit multiplicateur, puis un processeur d’ordinateur. J’espère vous avoir montré que l’essentiel est dans la logique et non dans l’électronique. Ainsi, on pourrait très bien imaginer des portes logiques fondées sur des phénomènes autres que l’électricité.




Particule d’information

À son niveau le plus fondamental, l’information est codée avec des 0 et des 1 dans un ordinateur, avec des bits. Bit signifie « morceau » en anglais, tout en rappelant l’expression binary digit (deux premières et dernière lettres), qui se traduit par « chiffre binaire ». En 1948, l’ingénieur et mathématicien Claude Shannon (1916-2001) fut le premier à manipuler officiellement le terme dans le sens de « particule élémentaire d’information ». Un personnage haut en couleur : père de la théorie de l’information et cryptologue émérite, il fut un jongleur passionné et le concepteur d’objets étonnants comme… le robot jongleur, la souris qui trouve d’elle-même la sortie d’un labyrinthe et ce de plus en plus vite au fur et à mesure qu’elle acquiert de l’expérience, ou, à l’extrême opposé, la machine dont le seul travail est de se déconnecter quand on la met en route !
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Claude Shannon fut l’un des précurseurs de l’intelligence artificielle. Ici, il est photographié avec son invention la plus surprenante sans doute : une souris mécanique trouvant seule son chemin dans un labyrinthe.



Claude Shannon avait donc un esprit profondément original, mais revenons à son œuvre principale : la théorie de l’information. Quelles sont les strates supérieures d’information ? Comment passe-t-on du bit au texte et à l’image affichée à l’écran, ou à la musique sur CD ? Plusieurs systèmes de codage s’emboîtent dans un ordinateur comme des poupées russes. Toute information peut être représentée par des suites de bits. Usuellement, ils sont groupés par huit, sous forme d’octets, donc. Ce sont les suites de 00000000 à 11111111. On en dénombre 256, comme indiqué ci-dessous.


Dénombrement des octets


Pour compter les octets, il suffit d’imaginer que nous en construisons un en remplissant successivement ses huit cases. Pour la première, nous avons deux possibilités : 0 ou 1. Pour la suivante, nous avons également le choix entre 0 et 1. Nous doublons donc le nombre de possibilités, 4 = 2 × 2 pour deux cases. Précisément, cela donne 00 et 01 si le premier choix est 0 et 10 et 11 s’il est 1.


[image: image]



La troisième case double à nouveau le nombre de possibilités, ce qui donne : 4 × 2 = 8 pour trois cases. À chaque étape, nous doublons ainsi le nombre de possibilités, ce qui donne successivement 16 pour quatre, 32 pour cinq, 64 pour six, 128 pour sept et enfin 256 pour huit.





Ces 256 octets différents servent à coder toutes sortes d’objets. Des nombres bien sûr, nous y reviendrons, mais plus généralement des caractères alphanumériques. Ce dernier mot, forgé sur « alphabétique » et « numérique », est apparu en 1947. Les caractères ainsi codés peuvent être d’une autre nature qu’alphabétique ou numérique : ponctuation ou mise en page (saut de page, de ligne, etc.). Le code le plus couramment utilisé est le code ASCII (pour « American standard code for information interchange »). Sa version de base utilisant 7 bits, il permet donc de coder 27 = 128 caractères différents. De 0 à 31, il s’agit de caractères de contrôle, c’est-à-dire signifiant des ordres destinés à l’imprimante comme des retours à la ligne ou des sauts de page. Le numéro 32 représente un espace. Le caractère 127 est la touche de suppression. La signification des codes de 33 à 126 est donnée ci-dessous :




	
33


	
 !


	
43


	
+


	
53


	
5


	
63


	
 ?


	
73


	
I


	
83


	
S


	
93


	
]


	
103


	
g


	
113


	
q


	
123


	
{





	
34


	
"


	
44


	
,


	
54


	
6


	
64


	
@


	
74


	
J


	
84


	
T


	
94


	
^


	
104


	
h


	
114


	
r


	
124


	



	
35


	
#


	
45


	
— 


	
55


	
7


	
65


	
A


	
75


	
K


	
85


	
U


	
95


	
_


	
105


	
i


	
115


	
s


	
125


	
}





	
36


	
$


	
46


	
	
56


	
8


	
66


	
B


	
76


	
L


	
86


	
V


	
96


	
`


	
106


	
j


	
116


	
t


	
126


	
~





	
37


	
 %


	
47


	
/


	
57


	
9


	
67


	
C


	
77


	
M


	
87


	
W


	
97


	
a


	
107


	
k


	
117


	
u


	
	



	
38


	
&


	
48


	
0


	
58


	
 :


	
68


	
D


	
78


	
N


	
88


	
X


	
98


	
b


	
108


	
l


	
118


	
v


	
	



	
39


	
‘


	
49


	
1


	
59


	
 ;


	
69


	
E


	
79


	
O


	
89


	
Y


	
99


	
c


	
109


	
m


	
119


	
w


	
	



	
40


	
(


	
50


	
2


	
60


	
< 


	
70


	
F


	
80


	
P


	
90


	
Z


	
100


	
d


	
110


	
n


	
120


	
x


	
	



	
41


	
)


	
51


	
3


	
61


	
=


	
71


	
G


	
81


	
Q


	
91


	
[


	
101


	
e


	
111


	
o


	
121


	
y


	
	



	
42


	
*


	
52


	
4


	
62


	
> 


	
72


	
H


	
82


	
R


	
92


	
\


	
102


	
f


	
112


	
p


	
122


	
z


	
	




Cette table ne contient aucun caractère accentué, car le code ASCII a été mis au point pour l’anglais. Les caractères accentués figurent dans une table étendue sur huit bits. Malheureusement, aucun standard n’existe à ce niveau. C’est pourquoi vous recevez parfois par mail d’étranges messages, où tous les caractères accentués sont remplacés par d’autres plus fantaisistes. En exploitant ce code, ou un autre, un texte devient une suite d’octets. Il en est de même des nombres, bien sûr. Là aussi, il existe plusieurs façons de les coder. Le plus simple pour le stockage en mémoire est le binaire, comme l’avait pressenti Leibniz.




Pixels à gogo

Même si cette façon de coder les nombres et les textes explique une partie du fonctionnement des ordinateurs, nous sommes encore loin des images numériques. En fait, les images sont décomposées en points, appelés pixels, dont on peut donner les coordonnées et la couleur, comme le montre la figure ci-après. Ce terme de pixel vient de la contraction de picture (« image » en anglais) et element. Il est apparu pour la première fois dans une publication en 1965.


[image: image]

Chaque pixel est repéré par ses coordonnées. Sur cette figure, le pixel (13, 8) à l’intersection de la colonne 13 et de la ligne 8 a été grisé. La droite horizontale du bas est appelée l’axe des abscisses. La droite verticale de gauche est appelée l’axe des ordonnées.



En infographie, on code les images suivant le système CMJN (pour cyan, magenta, jaune et noir). À chacune de ces couleurs est affecté un pourcentage, donc un nombre entre 0 et 100. En photographie, on code plutôt suivant le système RVB (pour rouge, vert, bleu). À chacune de ces couleurs est affecté un nombre entre 0 et 255, tenant donc sur un octet. La correspondance entre les deux importe peu ici (voir ci-dessous pour quelques exemples).




	
	
R


	
V


	
B


	
	
C


	
M


	
J


	
N





	
Azur


	
0


	
127


	
255


	
	
100


	
50


	
0


	
0





	
Beige


	
245


	
245


	
220


	
	
0


	
0


	
10


	
4





	
Cyan


	
0


	
255


	
255


	
	
100


	
0


	
0


	
0





	
Lavande


	
230


	
230


	
250


	
	
8


	
8


	
0


	
2





	
Saumon


	
255


	
140


	
105


	
	
0


	
45


	
59


	
0






Couleurs en systèmes RVB et CMJN.

En RVB, une image de 10 millions de pixels mobilise donc 30 millions d’octets (30 mégaoctets), en CMJN, 40 mégaoctets si aucune compression n’est effectuée. Les sons se codent de même, bien que l’idée soit plus compliquée. Au lieu de décomposer le plan en pixels pour récupérer la couleur de chacun d’eux, on prélève un son de façon périodique. Par exemple, pour une qualité CD, on utilise 44 100 échantillons par seconde (on dit que la fréquence est égale à 44 100 hertz) ; pour une qualité radio, ce sera 22 000 hertz et, pour une qualité téléphonique, 8 000 hertz.

Chaque échantillon porte sur une voie en monophonie, deux en stéréophonie et quatre en quadriphonie. Pour chacune des voies, et chacun des échantillons, on associe une valeur déterminant la pression de l’air à ce moment. Elle peut être codée sur un octet (256 valeurs différentes) ou deux (65 536 valeurs). À partir de ces données, il est possible d’évaluer l’encombrement en mémoire pour une seconde sonore. Pour une qualité CD, en mono et en codant les pressions sur un octet, cela donne 44 100 octets par seconde, le double en stéréo, le quadruple si on code les échantillons sur deux octets. Dans ce dernier cas, une musique de deux minutes trente (soit cent cinquante secondes) occupe donc 44 100 × 4 × 150 octets, c’est-à-dire de l’ordre de 30 mégaoctets.




Parasites sur la ligne

Toute transmission d’information souffre de pertes en chemin. Comment s’assurer que le message téléphonique envoyé par voie hertzienne ou terrestre arrivera à bon port, sans dégradation ? La question est d’autant plus importante que, contrairement aux enregistrements analogiques, un fichier numérique détérioré peut être complètement inexploitable, pas juste un peu flou… Le problème est criant pour une sonde martienne, par exemple, qui fonctionne à l’économie et qui doit communiquer avec la Terre avec une bande passante réduite.

Imaginons que nous envoyions le texte « les fouilles sont visibles ». Si une erreur se produit à la transmission, le destinataire reçoit un message potentiellement déformé : « des fouilles sont visibles », « les nouilles sont visibles », « les fouilles sont risibles » et encore bien d’autres possibilités ayant parfois un sens. Une erreur de transmission peut donc être indétectable. Une idée pour éviter ces confusions est que les messages possibles soient suffisamment différents entre eux pour qu’il faille plusieurs erreurs cumulées pour transformer l’un en l’autre.

Pour donner corps à ce concept, les informaticiens ont généralisé la notion de distance à l’information : la « distance » entre deux mots se définit comme le nombre minimal de bits à modifier pour passer de l’un à l’autre. Par exemple, la distance de 0110 à 1010 est égale à 2, puisqu’il faut modifier les deux premiers bits pour passer du premier mot au second. Cette notion est souvent appelée distance de Hamming, en hommage à Richard Hamming (1915-1998), qui fut le premier à étudier les codes correcteurs d’erreurs en 1946. Avant cela, il fut un des pionniers de l’informatique au sein du projet Manhattan de construction des premières bombes atomiques. Son rôle fut notamment de résoudre des équations fournies par les physiciens, au moyen d’un des premiers calculateurs numériques.
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Le mathématicien Richard Hamming reçut en 1968 le prix Turing, en récompense du code qui porte son nom notamment.



Précisons ces codes correcteurs d’erreurs : Hamming avait remarqué que, pour rendre la détection d’une erreur possible, il suffit d’appliquer aux messages une transformation telle que deux textes transformés soient toujours à une distance au moins égale à 2. Ainsi, une erreur ne peut faire passer d’un texte valide à un autre. C’est le cas si la somme des bits des messages transformés est toujours paire. Une idée simple pour y parvenir est de transformer les textes en leur ajoutant le bit 0 si la somme de ses bits est paire, et 1 si elle est impaire.

Voici un exemple très simple : si je souhaite coder notre alphabet sans les majuscules et les accents, mais avec l’espace plus quelques signes de ponctuation, en première approche j’utiliserai cinq bits (symboles 0 ou 1) selon la table suivante :





	
Espace


	
00000


	
h


	
01000


	
p


	
10000


	
x


	
11000





	
a


	
00001


	
i


	
01001


	
q


	
10001


	
y


	
11001





	
b


	
00010


	
j


	
01010


	
r


	
10010


	
z


	
11010





	
c


	
00011


	
k


	
01011


	
s


	
10011


	
,


	
11011





	
d


	
00100


	
l


	
01100


	
t


	
10100


	
.


	
11100





	
e


	
00101


	
m


	
01101


	
u


	
10101


	
 !


	
11101





	
f


	
00110


	
n


	
01110


	
v


	
10110


	
 ?


	
11110





	
g


	
00111


	
o


	
01111


	
w


	
10111


	
 :


	
11111






Avec cette correspondance, le texte « les fouilles sont visibles » devient la suite de 130 bits :

0110000101100110000000110011111010101001011000110000101100110000010011011110111010100000001011001001100110100100010011000010110011

Si une erreur se glisse lors de la transmission, par exemple sur le quatre-vingt-treizième bit, le texte devient :

0110000101100110000000110011111010101001011000110000101100110000010011011110111010100000001001001001100110100100010011000010110011

C’est-à-dire « les fouilles sont risibles ».

Maintenant, si je protège le système de transmission en ajoutant un bit en fin de message (le bit 1, car la somme des bits est impaire), celui-ci devient :

01100001011001100000001100111110101010010110001100001011001100000100110111101110101000000010110010011001101001000100110000101100111

 

Une erreur sera automatiquement détectée, puisque la parité ne sera alors plus respectée. Bien entendu, deux erreurs de transmission peuvent se compenser et être ainsi indétectables. Pour qu’elles le soient, il faudrait que deux textes transformés soient toujours à une distance au moins égale à 3 l’un de l’autre.

Dans la pratique, les textes sont découpés en morceaux plus petits. Si on utilise un découpage par groupes de cinq bits, c’est-à-dire par lettres, il est possible d’ajouter à chacune un bit de parité, ce qui revient à utiliser la table de codage notée dans le tableau suivant :




	
Espace


	
000000


	
h


	
010001


	
p


	
100001


	
x


	
110000





	
a


	
000011


	
i


	
010010


	
q


	
100010


	
y


	
110011





	
b


	
000101


	
j


	
010100


	
r


	
100100


	
z


	
110101





	
c


	
000110


	
k


	
010111


	
s


	
100111


	
,


	
110110





	
d


	
001001


	
l


	
011000


	
t


	
101000


	
.


	
111001





	
e


	
001010


	
m


	
011011


	
u


	
101011


	
 !


	
111010





	
f


	
001100


	
n


	
011101


	
v


	
101101


	
 ?


	
111100





	
g


	
001111


	
o


	
011110


	
w


	
101110


	
 :


	
111111






Table de codage avec bit de parité : les codes sont à distance mutuelle au moins égale à 2.

Notre message devient : 

011000001010100111000000001100011110101011010010011000011000001010100111000000100111011110011101101000000000101101010010100111010010000101011000001010100111.

 

Pour décoder le message, il suffit de le découper en mots de 6 bits, puis de vérifier que la somme des bits est paire. Si une erreur (au plus) est commise dans chacun de ces mots, toutes les erreurs sont détectées. Dans ce cas, on pourra demander un nouvel envoi des mots erronés pour les corriger. Cette méthode est simple, mais elle n’est utilisable que s’il est possible de renvoyer un message de contrôle. Parfois, c’est impossible : songez aux messages stockés, musiques ou films sur CD ou DVD. C’est également le cas pour un message envoyé par une sonde spatiale. Dans ces cas, il vaut mieux pouvoir corriger les erreurs… Pour qu’un codage puisse s’y employer, il suffit que les différents codes soient à des distances mutuelles au moins égales à 3.
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Richard Hamming (à droite) et l’ingénieur Bernard Holbrook (qui a réalisé le circuit adéquat) ont breveté ensemble leur dispositif d’encodage visant à détecter les erreurs (ici durant une démonstration).



Les mots valides sont représentés par de gros points gris et les mots non valides par des petits points blancs. Autour de chaque mot valide, nous avons représenté le cercle des mots à distance égale à 1. Ces cercles sont distincts deux à deux. S’ils sont le résultat d’une seule erreur, les mots non valides correspondent au mot valide au centre du cercle.
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Combien de bits faut-il utiliser pour cela ? Pour chaque mot comme 00000, on considère l’ensemble des mots obtenus en changeant au plus un bit. Ils sont au nombre de 6 (5 + 1). Comme nous avons 32 mots de 5 bits au départ, il nous faut utiliser 6 × 32 = 192 mots. 8 bits peuvent donc suffire, mais, dans ce cas, l’entourage de chaque mot en contient 9, ce qui donne 9 × 32 = 288 mots. Il nous faut donc au moins 9 bits !

Une idée est de garder les 5 premiers et de compléter par 4 bits, de façon à rester à distance au moins égale à 3 des autres. Le tableau suivant fournit l’exemple d’un tel code.




	
Espace


	
000000000


	
h


	
010001110


	
p


	
100001011


	
x


	
110001101





	
a


	
000010110


	
i


	
010011000


	
q


	
100010001


	
y


	
110010111





	
b


	
000101100


	
j


	
010100010


	
r


	
100100111


	
z


	
110100001





	
c


	
000111010


	
k


	
010110100


	
s


	
100111101


	
,


	
110111011





	
d


	
001001010


	
l


	
011000100


	
t


	
101000101


	
.


	
111000011





	
e


	
001011100


	
m


	
011010010


	
u


	
101011111


	
 !


	
111011001





	
f


	
001100110


	
n


	
011101000


	
v


	
101101001


	
 ?


	
111101111





	
g


	
001110000


	
o


	
011111110


	
w


	
101110011


	
 :


	
111110101






Codage numérique avec distances mutuelles égales à 3 au moins.

Notre message ainsi codé devient :

011000100001011100100111101000000000001100110011111110101011111010011000011000100011000100001011100100111101000000000100111101011111110011101000101000101000000000101101001010011000100111101010011000000101100011000100001011100.

Il est facile de dresser la liste des codes à distance égale à 1 des codes ci-dessus avec la lettre correspondante. Ce tableau sert alors au décodage. Il est trop gros pour être dressé ici, mais le tableau qui suit en donne le début :





	
000000000


	
<Espace>


	
000010110


	
a


	
000101100


	
b


	
000111010


	
c





	
000000001


	
<Espace>


	
000010111


	
a


	
000101101


	
b


	
000111011


	
c





	
000000010


	
<Espace>


	
000010100


	
a


	
000101110


	
b


	
000111000


	
c





	
000000100


	
<Espace>


	
000010010


	
a


	
000101000


	
b


	
000111110


	
c





	
000001000


	
<Espace>


	
000011110


	
a


	
000100100


	
b


	
000110010


	
c





	
000010000


	
<Espace>


	
000000110


	
a


	
000111100


	
b


	
000101010


	
c





	
000100000


	
<Espace>


	
000110110


	
a


	
000001100


	
b


	
000011010


	
c





	
001000000


	
<Espace>


	
001010110


	
a


	
001101100


	
b


	
001111010


	
c





	
010000000


	
<Espace>


	
010010110


	
a


	
010101100


	
b


	
010111010


	
c





	
100000000


	
<Espace>


	
100010110


	
a


	
100101100


	
b


	
100111010


	
c






Une méthode systématique pour créer des codes correcteurs d’erreurs repose sur la géométrie et l’idée de bit de parité. Découpons notre message en tranches de 9 bits, par exemple 010101110, et disposons-les en un carré 3 × 3 :
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Tableau de parité.



Sur chaque ligne et chaque colonne, ajoutons un bit de parité. Nous obtenons un carré 4 × 4 dont les sommes des lignes, comme des colonnes, sont paires. Nous le complétons par un dernier bit, en bas à droite, afin de respecter la règle. Par construction, c’est le bit de parité des bits du carré 3 × 3. Si, lors de la transmission, une erreur survient, on détectera une erreur de parité en ligne et une erreur en colonne, deux erreurs en tout :
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Effet d’une erreur de transmission. Le bit erroné est repéré, car il engendre deux erreurs.



Si c’est l’un des bits de parité qui est erroné, l’erreur est également repérée. Si deux erreurs de transmission sont commises, leur existence sera détectée, mais elles ne pourront pas être corrigées.




Cure d’amaigrissement

À bien y réfléchir, les codes correcteurs d’erreurs renferment un paradoxe. Ils augmentent la taille des fichiers, alors que, pour les transmissions, on préfère a priori la réduire… Ces deux contraintes ne sont incompatibles qu’en apparence, puisqu’il demeure possible de faire subir une cure d’amaigrissement aux fichiers, avant ou après l’application du code correcteur. Compresser un fichier, c’est le transformer en un autre fichier de plus petite taille. Une compression est dite « sans perte » s’il est possible de reconstituer l’original à 100 %. Cette approche est rendue possible par des raisons statistiques : dans un texte (ou un fichier), tous les caractères ne sont pas utilisés avec la même fréquence. D’où l’idée de coder les plus fréquents avec moins de bits que les autres.

Pour ses premiers Macintosh, la société Apple a ainsi imaginé de chiffrer les 15 caractères les plus répétés – en français, ce sont les voyelles e, a, i, etc., ainsi que les signes de ponctuation – sur 4 bits. Une seizième configuration des 4 bits (par exemple 1111) est réservée pour signifier : « il ne s’agit pas de l’un des 15 caractères les plus courants ». Le caractère en question est alors codé avec 8 autres bits – donc 12 en tout. 12 bits au lieu de 8 pour les caractères les moins fréquents, 4 au lieu de 8 pour les plus fréquents : si ces derniers comptent pour 80 % de l’ensemble des caractères, alors d’un côté on perd 10 % (la moitié de 20 %), et de l’autre on gagne 40 % (la moitié de 80 %). Le gain moyen est finalement de 30 %.


À vous de compter ►

Taux de compression


Un code correcteur d’erreurs augmente la taille des messages de 40 %. Or ces messages sont ensuite soumis à un algorithme de compression, qui les réduit de 40 %.

Quel est le taux de compression final ?

Réponse : a) 0 % ; b) 16 % ; c) 20 %.








L’arbre de Huffman à la rescousse

Comment améliorer ce résultat ? L’une des solutions les plus célèbres est due à l’Américain David Huffman (1925-1999). En 1952, alors étudiant, il eut l’idée de faire varier davantage la longueur des codes en écrivant le caractère le plus fréquent avec un bit, le suivant avec deux et ainsi de suite. Il privilégia des codes dont aucun n’est le préfixe d’un autre, comme 0, 101, 111, 100 et 1101, afin de pouvoir les distinguer même lorsqu’ils sont écrits les uns à la suite des autres. Par exemple, avec le codage ci-dessus, la suite 11111010100 se découpe sans ambiguïté en 111, 1101, 0, 100. Comment créer de tels codes ? Pour l’expliquer, imaginons un arbre dont les feuilles seraient des lettres.
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Le code de la feuille a est 00, celui de b, 01, etc.



Ce que je vous décris est une manière de structurer les données très fréquente en informatique. Notre arbre est composé de nœuds : chaque nœud a un père (sauf le premier, que l’on appelle la racine) et deux fils (sauf les derniers, que l’on appelle les feuilles). En partant de la racine, on atteint chaque lettre en empruntant successivement les branches dans une direction ou dans l’autre. On code le trajet par une suite de bits en notant, à chaque étape, 0 ou 1, selon que l’on emprunte la branche de gauche ou celle de droite. Enfin, on attribue à chaque lettre le code du trajet qui y mène. Cette façon de procéder nous assure qu’aucun code n’est le préfixe d’un autre, car un chemin vers une feuille ne peut passer par une autre feuille. La longueur d’un code correspond à la « hauteur » de la lettre dans l’arbre. Les feuilles les plus hautes représentent donc les caractères les moins fréquents.
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David Huffman était un expert en origami, un sujet très lié aux mathématiques et à l’informatique depuis que le problème de l’aplatissement des origamis a été élevé au rang de « NP-complet », qui ouvrirait la voie à la résolution en un temps raisonnable du célèbre problème du voyageur de commerce, entre autres !



Prenons un exemple pour examiner comment on procède pour construire un tel arbre. Pour simplifier, imaginons qu’un texte soit exclusivement composé des lettres a, b, c, d et e, et que leurs fréquences d’apparition soient respectivement égales à 5 %, 50 %, 20 %, 10 % et 15 %. Nous commençons par les deux lettres les moins fréquentes (a et d) et les plaçons au pied de l’arbre. Nous leur attribuons alors un seul père, que nous notons a | d et à qui nous attribuons la somme des fréquences de ses fils, soit 5 plus 10, c’est-à-dire 15 %. Nous recommençons alors en supprimant les lettres a et d, et en ajoutant a | d. En recommençant ainsi plusieurs fois, nous obtenons l’arbre de Huffman du texte, comme l’illustre la figure ci-dessous. Contrairement aux arbres qui émaillent nos forêts, sa racine est en haut. Il ressemble ainsi davantage à un arbre généalogique.
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Arbre de Huffman. En haut, la racine ; en bas, les lettres.



Les codes des lettres du texte se lisent en parcourant l’arbre de sa racine à la lettre, ce qui fournit le tableau suivant :




	
Lettre


	
a


	
b


	
c


	
d


	
e





	
Fréquence


	
5 %


	
50 %


	
20 %


	
10 %


	
15 %





	
Code


	
1011


	
0


	
11


	
1010


	
100






Code de Huffman.

La longueur moyenne du code d’une lettre est égale à 4 fois 0,05 plus 1 fois 0,5, etc., soit 1,95. De façon générale, la réduction est de 40 %. Cet algorithme est à la base des compressions avec perte que sont les compressions d’images ou de sons.




Dégradation imperceptible

La compression de Huffman ne saurait être améliorée sans perte de qualité. Or, si un texte ne doit souffrir aucune dégradation, les images et le son, eux, sont susceptibles en revanche d’être altérés sans que cela soit vraiment perceptible. Les insuffisances de nos organes sensoriels sont mises à profit pour compresser encore davantage. La compression sera toutefois moindre pour les images que pour le son, car, en général, les humains voient mieux qu’ils n’entendent !

Pour le son, le principe est d’éliminer ce qui est inaudible, c’est-à-dire hors de la bande allant de 20 hertz à 20 kilohertz. Un peu de théorie sonore est nécessaire pour comprendre comment c’est possible. Les sons se décomposent. La composante fondamentale, qu’on perçoit de prime abord, lui confère sa hauteur principale. Plusieurs sons moins perceptibles s’y superposent : il s’agit des fameuses harmoniques, dont les fréquences sont des multiples de la fréquence principale.

Prenez un son enregistré : les mathématiques nous fournissent un moyen de déterminer ses harmoniques grâce à l’analyse de Fourier, une méthode inventée par Joseph Fourier (1768-1830). Avant de voir comment cela donne la compression MP3, arrêtons-nous un instant sur ce personnage, tant il est loin de l’image du mathématicien dans sa tour d’ivoire.
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Jean-Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830) inventa la technique d’analyse qui assure la décomposition d’un son en ses harmoniques.



En 1802, alors que Fourier est professeur à l’École polytechnique, Bonaparte le nomme préfet de l’Isère. À ce titre, on lui doit la route de Grenoble à Briançon passant par le Lautaret. Cet exemple parmi d’autres montre qu’il a le souci du bien public. Il en est de même en sciences, où il s’intéresse à la propagation de la chaleur, une question des plus concrètes et liée aux sons, aussi étrange que cela paraisse de prime abord !

Fourier trouve en effet l’équation de propagation de la chaleur dans les corps solides, puis développe une méthode pour la résoudre en 1807 : c’est l’« analyse de Fourier » qui, appliquée au son, permet de le décomposer en ses harmoniques. Une fois ces derniers déterminées, il suffit d’éliminer celles qui sont inaudibles. On assemble alors les sons restants, ce qui engendre une suite d’octets qui peut être compressée sans perte cette fois, grâce au code de Huffman. Le tout aboutit au code MP3.




	
Qualité sonore


	
Téléphone


	
Ondes courtes


	
Radio AM


	
Radio FM


	
Proche du son CD


	
CD





	
Mode


	
mono


	
mono


	
mono


	
stéréo


	
stéréo


	
stéréo





	
Réduction


	
96 : 1


	
48 : 1


	
24 : 1


	
26…24 : 1


	
16 : 1


	
14… 12 : 1






Taux de compression du code MP3 suivant la qualité sonore.

Le code MP3 est-il pour autant la solution finale au problème de la compression des sons ? La réponse est bien entendu « non ». Cette affirmation ne vient pas d’une foi dans le progrès des sciences en général et des mathématiques en particulier. Le codage de Huffman, par exemple, ne peut être amélioré, car le problème est clairement posé en termes mathématiques. Il s’agit de réduire la taille d’un fichier sans perte de données. Dans le cas de la compression musicale, un facteur psychologique est introduit. Il s’agit de réduire la taille d’un fichier sans que l’oreille humaine puisse entendre la différence… et toutes les oreilles ne sont pas égales.

La compression JPEG opère dans le même esprit pour les images. Elle commence par les découper en blocs de pixels (8 × 8 ou 16 × 16). De façon étonnante, chaque bloc peut alors être traité comme les sons… Cette opération dégrade toutefois l’image. Comme pour la compression MP3, une compression de Huffman est appliquée ensuite. In fine, le taux de compression avoisine les 20 : 1.


À vous de compter ►

Les poignées de main


Hier soir, chaque invité a serré la main à tous les autres. On a compté en tout 66 poignées de main.

Combien y avait-il d’invités ?

Réponse : a) 12 ; b) 22 ; c) 33.








Des énigmes pour les extraterrestres

Dans l’espoir d’entrer en contact avec des extraterrestres, en 1972 et 1973, les sondes Pioneer 10 et Pioneer 11 du programme d’exploration du Système solaire furent équipées d’une plaque imaginée par les astronomes Carl Sagan et Frank Drake. Il s’agissait de décrire l’humanité et son lieu de résidence, la Terre. Sur la droite, un homme et une femme nus, l’homme saluant de la main droite. En bas, on peut reconnaître le Système solaire avec le Soleil à gauche et neuf planètes : Mercure, Vénus, Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune et Pluton qui, de nos jours n’est plus considérée comme une planète. Un chemin part de la troisième planète (la Terre) et mène à une représentation de la sonde, qui est à l’échelle et permet de connaître la taille moyenne des humains.

Les indications gravées près des planètes comportent deux symboles, qui s’interprètent comme des nombres en binaire. Dans chaque cas, le premier symbole représente un 1. Pour Mercure, le message se lit comme 1010, ce qui correspond à 23 + 2 = 10 en décimal. Ce nombre indique à quelle distance moyenne se trouve la planète par rapport au Soleil, sachant qu’une unité vaut 6 millions de kilomètres. Voici les nombres affichés pour les six premières planètes :




	
Planète


	
Mercure


	
Vénus


	
Terre


	
Mars


	
Jupiter


	
Saturne





	
Nombre binaire


	
1010


	
10011


	
11010


	
100111


	
10000110


	
11110111





	
Décimal


	
10


	
19


	
26


	
39


	
134


	
247





	
Distance


	
60


	
110


	
150


	
230


	
800


	
1 400
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La plaque de Pioneer, conçue par l’astronome Carl Sagan assisté de Frank Drake. 



Les autres informations contenues dans la plaque concernent des connaissances en physique, sur l’atome d’hydrogène, et en astronomie, sur les pulsars. Les Américains envoyèrent une autre bouteille à la mer interstellaire avec les sondes Voyager 1 et Voyager 2 en 1977. Les engins arboraient la plaque et renfermaient un CD avec les instruments pour le lire. La Nasa n’a pas récidivé depuis, peut-être lassée de ne pas recevoir de réponse… Frank Drake confiait en effet à leur propos :

« Il y a de fortes chances qu’ils ne parviennent jamais à des extraterrestres. Et si c’est le cas, ce sera vraisemblablement dans des millions d’années. »

L’homme sait de quoi il parle, puisqu’il a forgé une équation qui estime le nombre probable de civilisations extraterrestres dans notre galaxie. Il reste à espérer qu’elles comptent en binaire !




Pour quelques décimales de plus

Si les mathématiques ont servi de fondations à l’informatique, un mouvement inverse s’opère aujourd’hui, la seconde enrichissant les premières. Le calcul de π, qui m’a servi d’amorce au chapitre précédent, est un parfait exemple où les deux disciplines travaillent en symbiose. Quand les mathématiciens Jean Guilloud et Martine Bouyer annoncèrent le calcul d’un million de décimales de π en 1973, bon nombre de leurs collègues pensèrent qu’ils venaient de mettre fin à une course vieille de plusieurs millénaires. En effet, donner quelques centaines de milliers de décimales supplémentaires ne pouvait être significatif. Pour marquer l’Histoire, il fallait en obtenir au moins dix millions et si possible un milliard ! Or, du XVIIIe siècle à Jean Guilloud, l’amélioration des records avait simplement suivi celle des moyens de calcul. Pourquoi ?

Tout simplement parce que l’algorithme employé n’a guère évolué depuis. Il fut inventé en 1706 par John Machin, qui calcula ainsi cent décimales de π. Pour doubler le nombre de décimales, cette méthode réclame un temps huit fois plus grand, tandis que, pour le décupler, il faut un temps mille fois plus grand, etc. (voir l’encadré Temps d’une multiplication). Ainsi, si Jean Guilloud a mis une journée pour calculer un million de décimales en 1973, il lui aurait fallu mille jours, c’est-à-dire trois ans, pour en obtenir dix millions. C’était possible, quoique coûteux ! Un milliard de décimales aurait exigé un milliard de jours, c’est-à-dire presque trois millions d’années : autant dire que ce calcul lui était inaccessible.


Temps d’une multiplication


Pourquoi le temps de calcul de la méthode de Machin et de toutes celles qui en sont dérivées (comme celle utilisée par Jean Guilloud) est-il proportionnel au cube du nombre de décimales demandées ? La raison est qu’elle nécessite environ n multiplications de nombres à n chiffres et que chacune d’elles a un temps d’exécution proportionnel à n2. Pour vous en persuader, posez une multiplication, par exemple :
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3 multiplications (9 par 1, 5 et 4)
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3 multiplications (2 par 1, 5 et 4)
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3 multiplications (8 par 1, 5 et 4)
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D’où 9 = 32 multiplications, plus une addition






On obtient bien n2 multiplications élémentaires, c’est-à-dire de nombres d’un chiffre. Il reste une addition de nombre de n chiffres, ce qui est négligeable par rapport aux n2 multiplications précédentes.





C’est pourtant avec des algorithmes comparables qu’en 2002, Yasumasa Kanada (1949-2020) calcula 1 241 milliards de décimales de π. Fabrice Bellard a amélioré ce record en 2010 pour le porter à 2 700 milliards, en recourant à un algorithme plus subtil, mais d’un type comparable. Il existe bien des méthodes plus sophistiquées, mais la complexité des formules impliquées dépasse les capacités mémoire des ordinateurs. Contrairement à ce que pourrait faire penser la pratique des dernières décennies, la mémoire n’est en effet en rien un paramètre négligeable. De telles difficultés apparaissent même au niveau des plus gros ordinateurs de la planète, et leurs communications saturent plus vite que la théorie ne le prévoyait.

À quoi peut bien servir une telle course aux décimales ? J’aimerais détailler les raisons que j’ai déjà indiquées au chapitre précédent. D’abord à tester les ordinateurs, en les poussant aux limites de leurs capacités, ainsi que les théories informatiques. En particulier, les exemples des calculs de Kanada et de Bellard montrent que, contrairement à la pratique des vingt dernières années, on ne peut entièrement négliger la taille mémoire nécessaire à l’exécution des algorithmes. En la matière, le temps est sans doute plus important que la place, mais jusque dans une certaine mesure. Le deuxième intérêt est de tester des méthodes de calcul partagé via Internet, en mobilisant un grand nombre de micro-ordinateurs travaillant en parallèle. Le troisième intérêt de cette course aux décimales est également de tester des hypothèses sur les décimales de π.


À vous de compter ►

Histoire d’œufs


Si 1 000 poules pondent 1 000 œufs en 10 jours, combien d’œufs pondent 10 poules en 1 000 jours ?

Réponses : a) 1 000 ; b) 100.





Ainsi, il semblerait que les décimales de π suivent une distribution régulière. Dans les mille premières décimales, chacun des chiffres se présente en proportions égales, de même dans les 10 000, 100 000, etc., premières décimales. La régularité ne s’arrête pas là. Ces statistiques sont valables pour chaque nombre de deux chiffres, de trois, etc. Un tel nombre a été baptisé « normal » par le mathématicien de génie Émile Borel (1871-1956). Pourquoi ? Tout simplement parce qu’il venait de démontrer que presque tous les nombres réels ont cette propriété. Ici, le terme « presque tous » doit être pris dans un sens probabiliste. Étrangement, nous connaissons très peu de nombres normaux car aucun rationnel ne l’est, leurs décimales étant périodiques (voir l’encadré Décimales des nombres rationnels, p. 258).

Tout nombre semble se trouver dans π : ainsi, on y découvre 10 12 1948, 10 décembre 1948, date de la Déclaration universelle des droits de l’homme, à partir de la 52 539 337e décimale (après la virgule). En voici l’environnement : 83247480870271486878 10121948 82897531322303613723. Vous préférez l’écrire à l’américaine, 12 10 1948 ? Eh bien, vous la trouverez ailleurs, à la 6 187 652e décimale, avec un environnement différent : 52142390100533884789 12101948 91668307 961025961036. Vous pouvez continuer avec toutes les dates historiques, y compris celle de votre anniversaire, vous les identifierez sans doute, car la probabilité de trouver un nombre de 8 chiffres parmi les 200 millions de décimales de π, facilement accessibles sur Internet, est égale à 63 %.


À vous de compter ►

Filles et garçons


Pour un couple donné, est-il plus probable d’avoir trois garçons ou deux filles et un garçon ?

Réponse : a) Les probabilités sont identiques ; b) Trois garçons ; c) Deux filles et un garçon.





Dans les nombres normaux, on trouve ainsi toute suite de chiffres. Les nombres possédant cette propriété plus générale sont dits « nombres univers », comme je l’ai déjà stipulé. Si on code un texte par une suite de nombres, il se trouve dans tout nombre univers. Ainsi, on y déniche la Bible, le Coran, les œuvres de Molière comme celles de Shakespeare… et la lettre que vous écrirez demain à votre meilleur ami.


Décimales des nombres rationnels


« Le développement décimal d’un nombre rationnel est périodique » : l’affirmation est pour le moins troublante ! Prenons un exemple pour l’expliquer. Divisons 45 par 7 en effectuant l’algorithme classique :


[image: image]



Quand on suit l’algorithme classique pour diviser par 7, il n’existe que 7 restes possibles : les chiffres de 0 à 6. L’un au moins se répète, ici 3. Après un certain temps, nous trouvons le même reste que la première fois. Les mêmes causes produisant les mêmes effets, les suites des quotients partiels et des restes sont alors identiques. Autrement dit : 45/7 = 6,428571 428571 428571 …

Les décimales se reproduisent à l’identique tous les 6 chiffres. On dit que le développement décimal de 45/7 est périodique de période 6. Ce phénomène n’est pas un cas particulier. De plus, la réciproque est vraie : si un développement est périodique, alors le nombre est rationnel.








Le chaos et les limites du numérique

Ces calculs de milliards de décimales laissent penser qu’il n’existe pas de limite à la précision des calculs, quel que soit le domaine. Cette idée est fausse. Henri Poincaré (1854-1912), personnage que j’ai abondamment présenté dans Toutes les mathématiques du monde, fut le premier à évoquer la limite de nos capacités de calcul. Voici dans quels termes : 



« Il peut arriver que de petites différences dans les conditions initiales en engendrent de très grandes dans les phénomènes finaux. Une petite erreur sur les premières produirait une erreur énorme sur les derniers. La prédiction devient impossible et nous avons le phénomène fortuit… Une cause très petite qui nous échappe détermine un effet considérable que nous ne pouvons pas ne pas voir, et alors nous disons que cet effet est dû au hasard. »





Quand Poincaré prononce ces paroles, il s’occupe d’astronomie, le domaine même de l’absolue certitude. Les mouvements de chacune des planètes, de leurs satellites, des astéroïdes, des comètes, etc., sont fonctions de la position des autres. Malheureusement, nous ne les connaissons pas tous, et notre connaissance est approximative. Nos prévisions sont donc également imprécises, et l’erreur ne fait que s’amplifier avec le temps.

Or, depuis qu’ils disposent d’ordinateurs puissants, les astronomes ont étudié les trajectoires des planètes pour plusieurs millions d’années à venir. En ce qui concerne les grosses planètes (Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune), les résultats sont conformes à l’idée d’un grand horloger, qui aurait décidé de tout depuis la nuit des temps. Leurs trajectoires sont relativement stables. En revanche, les petites planètes (Mercure, Vénus, Terre et Mars) ont des orbites chaotiques. Plus précisément, si nous estimons la position d’une planète comme la Terre connue à 15 mètres près, l’erreur sur 10 millions d’années n’est que de 150 mètres. Après 100 millions d’années, l’erreur atteint 150 millions de kilomètres ! L’échelle de temps est considérable, mais nous constatons malgré tout qu’une petite erreur dans la condition initiale (15 mètres) en produit une énorme dans le résultat final.

Ce phénomène fut oublié après Poincaré, pour être redécouvert par le météorologue Edward Lorenz (1917-2008). En 1963, en effectuant des calculs sur ordinateur, il s’aperçut que la connaissance des lois physiques dont dépendent les phénomènes atmosphériques ne permet pas de prévoir le temps à moyen terme. Il a résumé son idée de façon poétique : un simple battement d’ailes de papillon perdu dans un coin du monde suffirait à provoquer un déplacement de l’air et ainsi modifier la dynamique de l’atmosphère. Voici ses propos exacts : 



« Au cours de notre travail, nous décidâmes d’examiner l’une des solutions de manière plus détaillée ; nous prîmes des données intermédiaires qui avaient été imprimées par l’ordinateur et les introduisîmes comme de nouvelles données initiales. À notre retour, une heure plus tard, après que l’ordinateur eut simulé environ deux mois de temps, nous découvrîmes qu’il était en désaccord total avec la solution qu’il avait fournie antérieurement.

Notre première réaction fut de suspecter une panne de machine, ce qui n’avait rien d’inhabituel, mais nous comprîmes rapidement que ces deux solutions n’émanaient pas de données identiques ; l’ordinateur faisait les calculs avec six décimales mais n’en n’imprimait que trois, si bien que les nouvelles conditions initiales étaient égales aux anciennes, plus de petites perturbations. Ces perturbations s’amplifiaient, doublant tous les quatre jours du temps simulé, si bien qu’au bout de deux mois les solutions allaient chacune de son côté. J’en conclus immédiatement que, si les véritables équations régissant l’atmosphère se comportaient comme ce modèle, il serait impossible de faire des prévisions météorologiques détaillées à long terme. »





Ce phénomène montre la limite inéluctable de la démarche numérique dans ces domaines. La précision ultime reste et restera toujours inatteignable, même si nous espérons bien faire quelques progrès… Cela semble surprenant, alors même que nous sommes capables de calculer des milliards de décimales des constantes mathématiques célèbres comme π. La différence tient à deux choses. La moins importante est intramathématique. Certains algorithmes sont stables, c’est-à-dire peu dépendants des inévitables erreurs de calcul. Je ne parle pas ici des fautes de calcul, mais simplement du fait que nous ne travaillons pas en général avec des nombres ayant une précision infinie.

Ainsi, remplacer 1/3 par 0,333 333 est une erreur de calcul inférieure à 0,000 001, même si ce n’est en rien une faute. Certains algorithmes sont sensibles à ce type d’erreurs, d’autres non. Ceux-ci sont dits stables. Cette notion est importante, mais il est essentiel de souligner de nouveau que, pour prévoir le climat ou l’évolution d’une épidémie, calculer des trajectoires, etc., nous utilisons des modèles mathématiques représentant des modèles physiques de la réalité. Ce que l’on veut atteindre est la réalité, pas ces modèles. Il est donc nécessaire de conserver un œil critique sur les résultats obtenus, car les prévisions qu’ils expriment sont conditionnées par la pertinence du modèle. Ce point me paraît tellement important que je lui consacrerai le dernier chapitre.
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Un « attracteur de Lorenz », dont la forme n’est pas sans rappeler l’effet papillon énoncé par le célèbre météorologue…











Chapitre 11

Attention danger !
 Les nombres mensongers


Un nombre a fait beaucoup parler de lui au cours de l’année 2020, alors que le monde tremblait face à la pandémie de Covid-19 : le taux de reproduction de base de la maladie, noté R0 (« R zéro »). Ce coefficient est le nombre de cas secondaires produits par un individu infectieux moyen au cours de sa période d’infectiosité. D’après sa définition même, il y a épidémie si et seulement si R0 > 1 (dans le cas contraire, à chaque transmission du virus, il y aura de moins en moins de malades, et l’épidémie s’étouffera). Un beau résultat… qui ne signifie rien si on ne sait pas évaluer ce R0  ! Ainsi, en France, au début de l’épidémie de Covid-19, il était de 3,3 selon l’institut Pasteur et est descendu à 0,5 après le premier confinement.

On a beaucoup glosé dans les médias sur ce R0, et ce coefficient a fini par revêtir un caractère des plus anxiogènes. Mais ce paramètre était-il seulement pertinent dans les situations que nous affrontions ? R0 ne vaut que pour un territoire uniforme. De ce point de vue, c’était bien le cas, puisqu’on essayait de confiner des foyers de contamination isolés. En revanche, les modèles développés par les épidémiologistes qui débouchent sur R0 supposent une population homogène, ce qui n’était absolument pas le cas. Les personnes affaiblies par le grand âge ou des comorbidités risquent davantage de contracter une forme grave de la maladie, tandis que les jeunes sont souvent plus insouciants et, de ce fait, risquent plus d’être contaminés, mais avec des formes bénignes ou même asymptomatiques. Et quid de ceux qu’on nomme les super-contaminateurs ? De même, comment tenir compte de la météorologie ? Les modèles demeuraient-ils valables dans ces conditions ? Pas sûr, comme nous allons l’esquisser.

Dans ce chapitre, j’aimerais vous convaincre qu’il faut vous méfier des nombres et ne pas les prendre pour argent comptant. Un danger des modèles mathématiques, quel que soit le domaine considéré, c’est qu’on peut les manipuler pour obtenir le résultat désiré. Pour étayer cette idée, je m’appuierai sur un autre exemple historique, les prévisions de décès dans la maladie de Creutzfeldt-Jakob, et sur plusieurs usages tendancieux des statistiques.


De la progression d’une épidémie

Revenons à ma question initiale : les modèles de R0 fonctionnaient-ils lors de la pandémie ? Pour essayer d’y répondre, je vais vous brosser un rapide portrait de ces modèles. Le plus courant s’appelle SIR et nous vient de William Kermack (1898-1970) et Anderson McKendrick (1876-1943), deux Écossais qui l’ont publié en 1927. Il compartimente la population en trois classes : S, la classe des individus susceptibles d’attraper la maladie ; I, celle de ceux qui en sont infectés (et contagieux) et R, ceux qui en sont revenus ou morts. Dans les deux cas, ces derniers sont immunisés et ne contamineront plus personne.

Le modèle SIR considère l’évolution de ces trois classes dans le temps en fonction de deux taux en théorie mesurables expérimentalement. Le premier (α) est le taux de contagion de la maladie pour un infecté, c’est-à-dire la probabilité pour qu’un individu susceptible (selon l’expression consacrée) attrape la maladie après contact avec un individu infecté. Le second taux (β) mesure le passage de l’état I à l’état R. Après un laps de temps ∆t, on compte αIS∆t infectés supplémentaires et R augmente de βI∆t. La variation du nombre d’infectés est donc égale à αS − β multiplié par I∆t.

La condition pour que la maladie se propage (et donc donne lieu à une épidémie) est que le nombre de malades infectés augmente, c’est-à-dire que α S − β > 0. Le quotient β/α a en pratique valeur de seuil. Si le nombre de sujets susceptibles est inférieur à cette valeur, la maladie ne s’étend pas. Sinon, elle donne lieu à une épidémie (ou à une épizootie). D’une façon qui peut paraître paradoxale, l’apparition d’une épidémie ne dépend donc pas du nombre de personnes infectées, mais du nombre de personnes susceptibles de contracter la maladie ! Cette remarque justifie à elle seule les politiques de vaccination, même avec un vaccin peu efficace. Pour se prémunir d’une épidémie, c’est bien le nombre d’individus susceptibles d’attraper la maladie qu’il faut diminuer.

Le calcul du seuil est très délicat. Pour cela, l’usage est d’introduire le coefficient R0 et de l’évaluer par des méthodes statistiques. Le modèle SIR est-il applicable dans le cas du Covid ? Sans doute non, car il suppose un taux de contamination homogène dans la population, ce qui semble faux. Sans doute faudrait-il considérer des groupes d’âge, ou relatifs à la quantité de virus à laquelle on a été exposé, qui implique la charge virale. Ainsi, le rôle des super-contaminateurs pourrait être analysé. D’autre part, les données collectées pour calculer le R0 sont sujettes à caution. En particulier, les chiffres en provenance de Chine au début de l’épidémie laissaient prévoir une létalité très faible : tout au plus 0,04 %, ce qui n’était guère inquiétant. Elle fut en fait bien plus importante et très variable selon les pays, d’autant que les méthodes de collectes des décès différentes biaisaient les résultats.

Pour conclure, les modèles sont importants d’un point de vue théorique, mais peuvent être peu fiables en pratique. S’y référer aveuglément est dangereux, et il importe de ne jamais oublier les conditions d’application pour lesquelles ils ont été bâtis…




L’exemple de la vache folle

Une autre épidémie, celle de la variante humaine de la vache folle, illustre la précaution infinie dont il faut s’entourer pour discuter de résultats de modèles. Plus précisément, je vais m’intéresser aux prévisions de décès dans la maladie de Creutzfeldt-Jakob à la fin du siècle dernier. Cette maladie est connue depuis longtemps des neurologues. Jusqu’au début des années 1980, elle concernait environ une personne sur un million dans les populations étudiées (environ 50 à 60 en France). Le décès intervenait normalement environ quatre mois après les premiers symptômes, à l’âge de 64 ans en moyenne.

Or, à la fin des années 1980, quelques cas (une dizaine) anormalement jeunes (moyenne 28 ans) et d’évolution plus longue (en moyenne quatorze mois) sont apparus dans les régions touchées par la maladie de la vache folle et elles seules. Cependant, aucun lien entre les deux maladies n’a pu être établi cliniquement, le seul élément de preuve est statistique. Cette maladie nouvelle a été nommée « nouvelle variante de la maladie de Creutzfeldt-Jakob ».




	
Année


	
1993


	
1994


	
1995


	
1996


	
1997


	
1998


	
1999


	
2000





	
MCJ


	
38


	
51


	
35


	
40


	
59


	
63


	
61


	
38





	
vMCJ


	
0


	
0


	
3


	
10


	
10


	
18


	
15


	
25






Décès dus à la maladie de Creutzfeldt-Jakob (MCJ) et sa variante (vMCJ) en Grande-Bretagne, Il n’y a pas de chiffres avant 1995, car on ne savait pas distinguer les deux cas. Ces données sont forcément approximatives, car le diagnostic n’est pas facile.

Les chiffres de l’évolution de la maladie sont donnés dans le tableau ci-dessus. Ils furent contestés, car le diagnostic était incertain. Par exemple, la maladie peut être confondue avec celle d’Alzheimer. Néanmoins, ces statistiques étaient suffisantes pour établir qu’il s’agissait bien d’un nouveau phénomène. Même en l’absence de preuve clinique, on admit généralement le lien entre l’ingestion de viande bovine et la nouvelle variante de la maladie de Creutzfeldt-Jakob.

En 1998, une équipe britannique dirigée par le professeur Roy Anderson avança des chiffres inquiétants : 100 000 cas pour les années à venir, voire plusieurs millions, uniquement pour la Grande-Bretagne. Quelles étaient les hypothèses pour obtenir une telle prévision ?

Une hypothèse a priori raisonnable, mais arbitraire, est de lier le nombre de bêtes reconnues comme atteintes et le nombre de malades. Une autre hypothèse se cache toutefois derrière celle-ci. En effet, la logique serait plutôt de compter le nombre de bêtes malades. Or, vu le temps d’incubation (quatre à cinq ans), les bêtes ont pu être consommées avant d’avoir développé les symptômes de la maladie. L’hypothèse cachée est donc que le nombre de bêtes effectivement malades est proportionnel au nombre de bêtes diagnostiquées. Notez que ce n’est pas vraiment réaliste. La seconde hypothèse est la période d’incubation de la maladie chez l’homme. Selon certains, elle varie de cinq à dix ans, selon d’autres de un à trente. Voyons ce qu’il en est de ces deux gammes de valeurs.

Dans le cas d’une intoxication alimentaire ordinaire, l’apparition des symptômes de la maladie se déroule selon une courbe en cloche, courbe déjà rencontrée à propos du QI. Elle fut introduite par Carl Gauss en 1781 et est caractérisée par deux paramètres : la moyenne et l’écart-type.
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Courbe « en cloche » représentant 100 décès après des cas confirmés de vaches folles (année 0). La moyenne est égale à 7,5 et l’écart-type à 1, c’est-à-dire que 68 % des cas se produisent entre 6,5 et 8,5 ans.



Une incubation de cinq à dix ans signifie que les décès vont suivre une courbe du même type, mais centrée entre sept et huit ans. En l’absence de connaissances suffisantes de la maladie, nous faisons l’hypothèse d’une distribution suivant une loi de ce type. Si, à chaque cas confirmé de vache folle, nous associons cette répartition de décès, nous obtenons un tableau représentant le nombre de décès à un facteur multiplicatif près. Il est très facile à remplir. À partir de ce tableau, nous pouvons essayer d’évaluer le facteur en comparant les valeurs trouvées aux décès effectivement recensés. Ici, il est d’environ 10–5. L’épidémie ne devrait pas s’étendre, le nombre de décès à prévoir est d’une vingtaine pour quelques années encore, puis il diminuera pour enfin disparaître en 2007.

Les mêmes calculs peuvent être repris en supposant maintenant que la période d’incubation varie de un à trente ans. Dans ce cas, nous faisons l’hypothèse que 1 000 décès se répartissent en 1 la première année puis 2, 3, 6, 9, 13, 19, 26, 34, 44, 53, 62, 71, 77, 80, 80, 77, 71, 62, 53, 44, 34, 26, 19, 13, 9, 6, 3, 2 et 1 les années suivantes. Nous obtenons alors des résultats très différents des précédents. Il semblerait qu’il faille s’attendre à environ une centaine de cas chaque année pendant les quinze ans à venir. L’épidémie devrait diminuer ensuite. Cependant, si nous trouvons une nette augmentation, cela nous donne seulement quelques milliers de morts au plus. Comment la commission britannique aboutit-elle à 136 000 cas ?

La réponse réside dans la courbe épidémique adoptée. En concentrant fortement la répartition autour de la moyenne, nous obtenons des prévisions comparables à celles de la commission. De façon générale, si on imagine que la plupart des cas ne se déclarent qu’après quinze ans environ, le pire était à craindre. En l’absence de connaissance réelle sur la courbe épidémique, toutes les conjectures étaient possibles. Bien entendu, cela ne pouvait que nourrir les inquiétudes. Malgré tout, l’hécatombe n’a pas eu lieu, ouf !


À vous de compter ►

Le numéro suivant


18 26 34 42 ?

Quel est le numéro suivant (marqué par un point d’interrogation) dans la séquence précédente ?

Réponse : a) 56 ; b) 50.






À vous de compter ►

L’âge de l’aîné


Pour se débarrasser d’un importun qui vient de l’aborder, une femme le prévient : Je suis mariée et mère de quatre enfants…

L’homme répond étrangement : Quels sont le produit et la somme de leurs âges ?

Interloquée, après un rapide calcul mental, la femme rétorque : 126, et la somme est justement le numéro de la maison en face !

L’homme réfléchit un instant avant de répondre : Je ne trouve pas leurs âges.

La femme, prise au jeu : Le plus petit ne parle pas encore.

L’homme : Maintenant, je sais.

Quel est l’âge de l’aîné des quatre enfants ?

Réponse : a) 21 ; b) 16.








Quand la justice est aveugle

On prête à Mark Twain (1835-1910) l’aphorisme suivant : « Il y a trois sortes de mensonges : les mensonges, les sacrés mensonges et les statistiques. » Contrairement à lui, je ne crois pas que les statistiques soient mensongères par nature. Cependant, je suis persuadé qu’il est facile de les biaiser pour leur faire dire le contraire de la réalité, parfois pour la bonne cause, parfois de façon malicieuse, parfois par ignorance.

En 1999, une jeune femme, Sally Clark, fut condamnée pour le meurtre de ses deux fils, à un an d’écart. Ceux-ci semblaient être décédés de mort subite du nourrisson. L’accusation mit en avant le rapport d’un pédiatre, qui mérite d’être nommé ici, Sir Roy Meadow. Selon lui, la probabilité que deux enfants d’un même couple décèdent de mort subite du nourrisson était égale à 1 sur 73 millions. D’où vient ce nombre ?

Des statistiques, bien sûr. Selon elles, le risque de mort subite d’un nourrisson dans un couple aisé et non fumeur tel celui de Sally est de 1 sur 8 543. On imagine facilement l’origine de ce chiffre : on a effectué le rapport entre le nombre de nourrissons morts ainsi et le nombre total de nourrissons dans ce type de couple. Le raisonnement de Roy Meadow est alors similaire à celui qui permet d’affirmer que la probabilité d’obtenir deux 6 en jetant des dés est égale à 1 sur 36 (voir l’encadré Probabilité au jeu de dés).


Probabilité au jeu de dés


En jetant deux dés, on obtient deux chiffres comme 1-1, 1-2, etc. Chaque couple de chiffres a la même probabilité de survenir. Il suffit donc de connaître le nombre de possibilités pour connaître la probabilité de chacune. Les cas où 1 est en premier sont au nombre de 6 puis, en second, nous pouvons avoir les chiffres de 1 à 6. Il en est de même si 2 est en tête et ainsi de suite. Nous obtenons donc 6 × 6 = 36 possibilités. La probabilité de tirer deux 6 de suite est donc égale à 1 sur 36. Ce raisonnement se généralise.





Cette logique affirme donc que, si le risque d’un mort dans un couple est de 1 sur 8 543, le risque de deux morts est de 1 sur 8 5432… ce qui fait bien 1 sur 73 millions environ. Le pédiatre souligna que, comme il y avait 700 000 naissances par an au Royaume-Uni, cette coïncidence ne devait arriver qu’une fois par siècle. Les jurés furent convaincus et condamnèrent Sally Clark à la prison à perpétuité.

Pourtant, les calculs du pédiatre sont grossièrement faux. La première erreur est de ne garder chez le couple Clark que les caractéristiques diminuant le risque : couple aisé et non fumeur. En revanche, on néglige un facteur aggravant : les enfants étaient des garçons, pour lesquels le risque est double. Enfin, quand un premier enfant est décédé de la mort subite du nourrisson, le risque qu’un second meure de même est dix fois plus élevé. Autrement dit, le calcul correct aurait dû partir de la moyenne nationale, qui est de 1/1 300 et de le multiplier par 1/130. Le calcul donne maintenant un risque de 1 sur 169 000, ce qui est fort différent.

D’ailleurs, le pédiatre aurait dû le savoir, puisqu’un ou deux cas de décès de deux enfants d’un même couple de la mort subite du nourrisson se produisent chaque année au Royaume-Uni ! Ces erreurs du praticien sont doublées d’une faille fondamentale du système judiciaire : s’il est normal de confier les expertises médicales à des médecins, il devrait être tout aussi naturel de confier les expertises statistiques à des statisticiens ! Le plus humble d’entre eux aurait su montrer les erreurs grossières du pédiatre.


À vous de compter ►

À en perdre la boule


Une urne contient quatre boules noires, deux blanches et une grise. On tire une première boule de l’urne. Sans la replacer, on tire une seconde boule. Cette seconde boule est blanche. Quelle est la probabilité que la première boule soit blanche ?

Réponse : a) On ne peut pas savoir ; b) Elle est inférieure à la probabilité qu’elle soit grise ; c) Égale à la probabilité qu’elle soit grise ; d) Supérieure à la probabilité qu’elle soit grise.








Les gagnants du Loto ont-ils tous triché ?

Le risque estimé de mort de deux enfants d’un même couple aisé et non fumeur de 1 sur 73 millions fait penser à la chance qu’un joueur du Loto a de remporter le gros lot, que l’on estime à 1 sur 14 millions. Prenez le dernier gagnant, disons Candide Toutlemonde. Quoi, elle avait 1 chance sur 14 millions de gagner ! Doit-on pour autant en déduire qu’elle a triché ? Mené a posteriori, ce raisonnement n’a aucun sens. Il en aurait eu si, une semaine avant le tirage, vous aviez dit : « Hé, hé, Candide va remporter le gros lot. »

Le cas de Sally Clark est similaire, puisque les calculs de probabilités sont faits a posteriori. Par ailleurs, le procureur et les jurés semblent avoir interprété les calculs du pédiatre en : la probabilité d’innocence de l’accusé est de 1 sur 73 millions. Pour conclure de cette façon, il aurait fallu comparer toutes les probabilités. Au Royaume-Uni, est-il plus vraisemblable qu’une femme tue son enfant ou que celui-ci soit victime de la mort subite du nourrisson ? Sur les 700 000 naissances annuelles, 30 sont victimes d’un homicide, soit 1 sur 23 000 contre 1 sur 1 300 pour la mort subite. La probabilité d’un double homicide est donc de 1 sur 529 millions, selon la logique du pédiatre, celle d’une double mort subite, de 1 sur 169 000, comme nous l’avons vu plus haut. Ce simple calcul montre à quel point l’utilisation des statistiques dans cette affaire fut aberrante. Sally Clark fut acquittée en appel, en 2003, mais ne se remit jamais de ses épreuves ; elle décéda quelques années plus tard, intoxiquée par l’alcool.

Plusieurs autres erreurs judiciaires sont liées à une utilisation inappropriée des statistiques. Ainsi, en 1997, Shirley McKie, une enquêtrice de la police écossaise, fut accusée d’un meurtre parce que ses empreintes digitales avaient été « identifiées » sur la scène d’un crime. Les probabilités jouaient contre elle en dehors de toute autre preuve. En fait, elles n’étaient que quasiment identiques à celles du véritable meurtrier, ce qui fut prouvé ultérieurement. Ici encore, la vie d’une personne fut brisée par des nombres.

Dans tous ces cas, le biais est d’évaluer une probabilité par un calcul valable pour un événement qui ne s’est pas encore produit, et de l’appliquer à un événement qui s’est déjà produit. Nous pouvons reprendre cet argument concernant l’existence de la vie sur Terre. L’apparition de la vie était un événement de probabilité quasi nulle, pourtant il s’est bel et bien produit. Faut-il en déduire que notre existence est le résultat d’un miracle ? Je vous laisse juger !




Le paradoxe de Simpson

En 1973, Berkeley, l’université américaine, fut poursuivie pour discrimination envers les filles. L’affaire semblait claire. Parmi les candidates, seules 35 % étaient retenues, alors que 44 % des candidatures masculines l’étaient. L’étude a été précisée sur les six départements les plus importants, que je note ici de A à F.




	
Département


	
Garçons


	
Admis


	
Filles


	
Admises





	
A


	
825


	
62 %


	
108


	
82 %





	
B


	
560


	
63 %


	
25


	
68 %





	
C


	
325


	
37 %


	
593


	
34 %





	
D


	
417


	
33 %


	
375


	
35 %





	
E


	
191


	
28 %


	
393


	
24 %





	
F


	
272


	
6 %


	
341


	
7 %






Détails des admissions à Berkeley.

Or ce tableau ne montre aucune discrimination envers les femmes. Au contraire, le taux d’admission des filles dans le principal département (A) est nettement supérieur à celui des garçons. L’explication surgit quand on se penche sur le nombre de candidatures dans ces départements. Ainsi, les femmes semblent avoir tendance à postuler en masse à des départements très sélectifs. Et dans ceux-ci, leur taux d’admission est meilleur ou à peine plus faible que celui des hommes. Dans les autres, à l’inverse, elles sont plus largement sélectionnées que les hommes. Quand on effectue la moyenne globale pondérée, ce sont les départements sélectifs qui ont plus de poids, puisqu’elles y postulent en masse. Ce fréquent paradoxe a été étudié par Edward Simpson (1922-2019).
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Edward H. Simpson et sa femme Rebecca. Durant la Seconde Guerre mondiale, tous deux travaillèrent à casser le chiffre de la marine japonaise « JN-25 » à Bletchley Park. Le statisticien a énoncé son fameux paradoxe au début des années 1950.



On retrouve le paradoxe de Simpson dans de nombreux cas, mais arrêtons-nous un instant sur le personnage : il possède une facette méconnue, qui rejoint mon précédent livre sur les codes secrets. Durant la Seconde Guerre Mondiale, la marine italienne était chargée de l’approvisionnement de l’armée italo-allemande en Afrique et utilisait la C-38, une machine à chiffrer héritière de la C-36 française, que les Allemands savaient décrypter en 1943 comme nous l’affirmons dans La Bible des codes secrets. Ses principes étaient parfaitement connus des Britanniques, ce qui aida sans doute l’équipe de Bletchley Park, dont faisait partie Edward Simpson, à la décrypter dès 1942. Or les messages italiens donnaient la position des navires ravitailleurs à tout instant, ce qui permit d’assécher l’Afrika Korps et de la vaincre à El Alamein. Comme souvent, les batailles modernes se jouent au niveau logistique… 

Revenons maintenant à Berkeley : il faut s’y résoudre, les biais, parfois volontaires ou dus à l’ignorance de mathématiciens improvisés, sont courants en statistiques. Chacun a entendu cette annonce : d’après la police, l’espérance de vie d’un piéton sur l’autoroute est de vingt minutes, encore moindre que celle d’un soldat au combat, qui serait de trente minutes. Pour décrypter ces chiffres, il faut comprendre ce qu’est une espérance de vie. Il s’agit de la durée de vie moyenne qu’auraient des personnes dans la même situation. Par exemple, l’espérance de vie de la génération née en France en 1850 est l’âge moyen lors du décès des Français nés cette année-là. Le calcul peut se faire à partir des tables de mortalité. Comment procéder pour les piétons sur l’autoroute ? Il est relativement clair que, fort heureusement, beaucoup ne mourant pas, l’influence de quelques survivants pendant un grand nombre d’années devrait fausser le résultat. Ces vingt minutes sont donc fort peu probables !

Une enquête plus approfondie montre que le calcul a été mené en ne retenant que les morts sur l’autoroute : les piétons morts sur l’autoroute sont décédés en moyenne après vingt minutes de déambulation. Autrement dit, l’échantillon retenu est biaisé ! Il en est de même pour les soldats morts au combat. Pour frapper l’esprit des automobilistes, la police a faussé, peut-être volontairement, les statistiques. La manipulation part d’une bonne intention, mais elle disqualifie ce genre de chiffres. Pourquoi ne pas indiquer simplement le nombre de piétons morts sur autoroute ?

La police n’est pas seule à se laisser piéger par ses bons sentiments, il en est de même d’associations comme le Collectif des morts de la rue. Celle-ci a effectué une analyse des morts de la rue entre mai et novembre 2007 par tranches d’âge. Sur 99 décès, seules 6 victimes avaient plus de 65 ans, 19 avaient moins de 46 ans, 22 entre 46 et 50 et 22 entre 56 et 65. Un calcul plus précis fournit une moyenne d’âge de 50 ans lors du décès. Que signifient ces chiffres ? Pas grand-chose.

Avec le même calcul, un Collectif des morts dans les maternités pourrait démontrer que l’on meurt très jeune dans les maternités… Si on veut prouver, chiffres à l’appui, que l’on meurt jeune dans la rue, il vaut mieux calculer la mortalité des SDF par tranches d’âge. Le calcul serait fiable, alors que celui présenté ci-dessus est faussé. Sans doute, ces deux biais sont de bonne foi et illustrent surtout l’ignorance mathématique de la société dans laquelle nous vivons. Il n’empêche que de tels arguments desservent plus qu’ils n’appuient les causes qu’ils prétendent soutenir.




Chiffres en folie

Le quotidien Libération est tombé dans cette erreur dans un article titré : « Accident nucléaire, une certitude statistique ». Une phrase au centre du propos attire tout de suite le regard critique : 



« Sur la base du constat des accidents majeurs survenus ces trente dernières années, la probabilité d’occurrence d’un accident majeur sur ces parcs serait donc de 50 % pour la France et de plus de 100 % pour l’Union européenne. »





Une probabilité supérieure à 100 %, vous avez bien lu. Diantre, comment est-ce possible ? Après analyse de l’article, cette probabilité étonnante vient d’un calcul qui l’est encore plus. Le parc mondial est de 450 réacteurs ayant fonctionné trente ans. Pendant ce temps, il s’est produit 4 accidents majeurs (Tchernobyl et les trois réacteurs de Fukushima). On peut en déduire une probabilité d’accident par réacteur et par an égale à 4 divisé par 450 × 30, soit 0,0003.

Ce calcul est contestable, car il suppose que l’accident de Fukushima compte pour trois. Il suppose aussi que l’on ne fasse aucune différence entre les divers types d’installations. Mais admettons, car c’est alors que le procédé devient vraiment surréaliste : pour les 58 réacteurs français sur trente ans, la probabilité deviendrait, selon les auteurs de l’article, 58 × 30 × 0,0003, soit 52 % ; pour les 143 réacteurs européens, la probabilité devient égale à 129 % que, dans leur modestie, les auteurs ont traduit en « plus de 100 % ».

Avec ce raisonnement, en jouant deux fois à pile ou face, vous avez 100 % de chances d’obtenir au moins une fois pile… puisqu’à chaque lancer, la probabilité d’obtenir pile est de 50 %. Jolie martingale pour les joueurs ! En fait, les probabilités ne s’ajoutent pas, mais se multiplient (voir l’encadré Probabilité au jeu de pile ou face). La probabilité est de 75 %, et non de 100 %. Désolé pour les joueurs !
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Vue de l’intérieur des tours de refroidissement des réacteurs 5 et 6 de la centrale abandonnée de Tchernobyl, en Ukraine. Le 26 avril 1986, les techniciens conduisirent un test en déverrouillant plusieurs sécurités, tout en amenant le réacteur dans une zone de fonctionnement très instable. L’explosion entraîna plusieurs milliers de morts à terme.



En utilisant les mêmes prémisses que les auteurs de l’article, un calcul correct consiste à considérer la probabilité qu’un réacteur n’ait pas d’accident pendant un an, soit 1 – 0,0003. L’absence d’accident pendant trente ans pour les 143 réacteurs européens est donc égale à (1 – 0,0003)143 × 30, soit 27 %. Le risque d’accident est donc de 73 %… ce qui est énorme, mais loin des 129 % annoncés. Si on considère, comme il semble plus normal, que Fukushima représente un accident majeur et non trois, 0,0003 est à remplacer par 0,00015, et le calcul donne alors un risque d’accident de 47 %… Ce qui est déjà important et plus propre à emporter la conviction. Dès lors, pourquoi donner des chiffres délirants ?


Probabilité au jeu de pile ou face


En jetant une pièce, on obtient pile (P) ou face (F). En la jetant deux fois, vous obtenez PP, PF, FP ou FF, chaque possibilité a la même probabilité que les autres de survenir. On obtient au moins une fois pile dans 3 cas sur 4. La probabilité d’obtenir au moins une fois pile en jetant une pièce deux fois est donc de 75 %.








Arnaque à l’assurance-vie

De possibles dérapages surgissent également dans les questions financières, dès qu’il s’agit d’évaluer un risque. Les mathématiques y jettent un voile de certitude sur des domaines où l’aléa domine pourtant. L’usage frauduleux des statistiques guette… Un champ où ce danger est palpable est celui des assurances-vie et des rentes viagères. Pour calculer les primes d’assurance-vie ou les rentes viagères, comme on ignore combien de temps elles seront versées à chaque bénéficiaire, les banquiers ont recours aux statistiques. Pour vous montrer les dérives possibles du système, je vais me mettre dans la peau de quelqu’un qui souhaiterait placer de l’agent. Combien investir ? Et que toucherai-je réellement ? Si l’argent est sur un compte rémunéré à taux fixe, le calcul est simple. En revanche, si je souscris à un système mutualiste, les choses se compliquent.

Prenons un exemple. Si l’on place 1 000 € au taux de 3 % l’an pendant vingt ans, après une année, le capital est de 1 000 × 1,03. Après deux ans, il est de 1 000 × 1,032. Et ainsi de suite : les intérêts se composent et, au terme de l’échéance, on détient un capital de 1 000 × 1,0320 soit 1 806,11 €. Imaginons maintenant qu’un grand nombre de personnes de 40 ans mutualisent leur épargne de la façon suivante : chacun verse 1 000 € et, après vingt ans, les survivants se partagent le capital. Combien toucheront-ils ?

Le montant dépend avant tout du nombre de personnes encore vivantes à l’échéance, c’est entendu. Comme ce macabre décompte est impossible à prédire, on fait appel à un outil statistique, les « tables de mortalité ». Elles fournissent une estimation du nombre de personnes vivantes dans une classe d’âge à un moment donné. Attention, ces chiffres sont largement sous-évalués aujourd’hui !




	
Âges


	
Vivants





	
0


	
1 000 000





	
20


	
  502 216





	
40


	
  369 404





	
60


	
  213 567





	
80


	
   34 705





	
100


	
      207






Table de mortalité de Duvillard. Datée de 1806, c’est l’une des premières tables de mortalité à avoir été publiées. L’extrait ci-dessus explicite, tous les 20 ans, le nombre de survivants d’une même génération suivant leur âge.

De telles tables ont été publiées dès le début du XIXe siècle, notamment par Emmanuel-Étienne Duvillard. Selon cet économiste suisse, parmi 1 000 000 d’enfants nés une même année, 502 216 vivent encore à l’âge de 20 ans, 369 404 à 40 ans, etc. À l’aide de ces chiffres, il devient possible de reprendre le calcul sur le capital disponible après mutualisation de l’épargne. On sait en effet qu’en moyenne, pour 369 404 personnes mutualisant leur épargne à 40 ans, seules 213 567 en bénéficieront à 60 ans. Après vingt ans, elles toucheront ainsi la somme de 1 806,11 € multipliée par 369 404, à partager en 213 567 parts égales (soit 1 806,11 € multipliés par le rapport de 369 404 et 213 567). Tous calculs faits, chaque survivant devrait obtenir ainsi 3 124 €.

Simple, voire simpliste, ce calcul lève le voile sur le travail de modélisation accompli par les actuaires (les personnes chargées d’appliquer les méthodes statistiques aux opérations de finance et d’assurance) auprès des compagnies d’assurance-vie. En effet, celles-ci ne font rien d’autre que mutualiser l’épargne de leurs adhérents. Les calculs qu’elles effectuent reposent aussi sur des tables de mortalité. Par exemple, si une compagnie s’engage à payer une somme de 1 000 € en cas de survie après vingt ans, la prime de base pour une personne de 40 ans doit être de 1 000 € divisée par 3,124, soit 320,10 €. Ce à quoi il faut ajouter les frais et la marge de la compagnie d’assurance-vie.




	
Ages


	
Vivants





	
0


	
100 000





	
20


	
95 056





	
40


	
93 670





	
60


	
89 523





	
80


	
74 030





	
100


	
9 014






Table TPRV-93. Elle a été construite en extrapolant la mortalité des femmes françaises entre 1887 et 1993. Elle est considérée comme valide pour la génération des femmes nées en 1950, car elle tient compte de l’abaissement de la mortalité.

Les données sur la mortalité que nous avons évoquées plus haut ne sont plus d’actualité. Aujourd’hui, une table fait foi pour les calculs d’assurances : la « table TPRV-93 ». Établie par l’Insee, cette « table prospective de rente viagère » repose sur l’extrapolation des mortalités constatées entre 1887 et 1993. Lorsque l’on exploite ces données, on aboutit, dans notre premier calcul, à la somme de 1 889,77 € par survivant, et, dans le second calcul, à une prime de 529,16 €. Une telle différence entre les résultats s’explique avant tout par l’allongement de l’espérance de vie depuis le début du XIXe siècle. Si c’est cette table qui a été retenue pour les calculs d’assurance, ce n’est pas par hasard. Sa particularité est de présenter des chiffres calculés à partir de la mortalité des femmes uniquement. Si l’on retenait la table relative à la mortalité des hommes, on aboutirait à une rente plus importante pour les survivants, car l’espérance de vie est moindre, et à une prime moindre pour obtenir les 1 000 € à 60 ans…

Chose étonnante, l’Insee affirme que la table TPRV-93 traduit la mortalité des femmes nées en 1950. Un bon nombre d’entre elles sont donc encore vivantes. Comment prévoit-on leur décès ? Nous entrons là dans le domaine de la conjecture… Les premiers statisticiens à avoir dressé des tables de mortalité sont partis de tables relatives à une génération éteinte pour en déduire des probabilités de survie. Ainsi, selon Duvillard, une personne de 40 ans a une probabilité égale à 213 567 divisé par 369 404, c’est-à-dire de 58 %, de vivre encore vingt ans plus tard. Aujourd’hui, les statisticiens opèrent à l’inverse. Grâce à des estimations de population et de décès, ils calculent d’abord le « quotient de mortalité » des deux sexes à chaque âge. Les choses sont relativement simples, si l’on ne prend pas en compte les mouvements migratoires.

Si, le premier janvier 2009, l’Insee a compté 440 428 hommes de 40 ans et 815 décès d’hommes de 40 ans pendant l’année 2009, le taux de mortalité des hommes de 40 ans est estimé à 815 divisé par 440 428, soit 1,850 ‰. La méthode est fiable si l’on peut appliquer la loi des grands nombres ; elle est fantaisiste sinon. En pratique, on a d’autant plus de problèmes que l’on considère des âges élevés. Il faut alors avoir recours à des mathématiques plus élaborées et encore en développement. Les statisticiens reconstruisent ensuite les tables de mortalité à partir des quotients de mortalité des personnes de chaque âge. Ici, on ne considère plus une population réelle, mais une génération fictive de 100 000 individus qui connaîtrait toute sa vie les conditions de mortalité de l’année considérée.

Chaque année, une nouvelle table est construite sur cette génération fictive : on l’appelle la « table du moment ». C’est à ces tables que l’Insee fait appel pour calculer l’espérance de vie à la naissance. Ce modèle – dont on peut penser qu’il donne une image assez fiable du futur – est fondé sur l’hypothèse que la situation de la mortalité restera identique à ce qu’elle est actuellement, ce qui est faux. En outre, la pratique est complexifiée par l’interdiction récente de pratiques discriminatoires, telles que le versement de rentes différentes aux femmes et aux hommes. Il en résulte que, dorénavant, les femmes vont cesser de bénéficier de tarifs plus intéressants que les hommes. Mais que se passera-t-il pour l’équilibre global du régime d’assurance-vie si les femmes y substituent en conséquence d’autres formes d’épargne ?




Catastrophes bancaires

Tous les calculs financiers reposent sur des modèles, et ceux-ci sur des hypothèses. L’hypothèse du modèle précédent est que la mortalité restera stable dans l’avenir. Or rien ne prouve la validité de cette hypothèse. Il s’agit bien d’un acte de foi dans l’avenir ! D’autres modèles sont plus douteux et ont conduit à des catastrophes bancaires, car leurs utilisateurs ont souvent confondu modèle et réalité. Un exemple classique concerne la valorisation de certains produits dérivés. L’idée des produits dérivés relève de l’assurance. Aristote en donne la première trace, dans le livre I de la Politique : 



« Je citerai ce qu’on raconte de Thalès de Milet ; c’est une spéculation lucrative, dont on lui a fait particulièrement honneur, sans doute à cause de sa sagesse, mais dont tout le monde est capable. Ses connaissances en astronomie lui avaient fait supposer, dès l’hiver, que la récolte suivante des olives serait abondante ; et, dans la vue de répondre à quelques reproches sur sa pauvreté, dont n’avait pu le garantir une inutile philosophie, il employa le peu d’argent qu’il possédait à fournir des arrhes pour la location de tous les pressoirs de Milet et de Chios ; il les eut à bon marché, en l’absence de tout autre enchérisseur. Mais quand le temps fut venu, les pressoirs étant recherchés tout à coup par une foule de cultivateurs, il les sous-loua au prix qu’il voulut. Le profit fut considérable ; et Thalès prouva, par cette spéculation habile, que les philosophes, quand ils le veulent, savent aisément s’enrichir, bien que ce ne soit pas là l’objet de leurs soins. »





Même s’il s’agit peut-être d’une légende, notons que le premier spéculateur connu fut donc un mathématicien, celui que nous avons déjà rencontré au pied des pyramides ! Les produits dérivés financiers sont plus sophistiqués que celui de Thalès, mais le principe reste le même. Imaginons que le Grec ait voulu revendre ses options sur la location des moulins avant terme, quel aurait été le juste prix ?
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Thalès, inventeur des produits dérivés ?



Bien entendu, celui-ci ne peut qu’être le résultat d’une transaction. Cependant, l’économiste Myron Scholes (né en 1941), aidé de Fischer Black (1938-1995), a répondu à la question en proposant un modèle donnant une formule de calcul d’une telle valorisation pour des options. Bien entendu, cette formule dépend d’un bon nombre d’hypothèses… rarement vérifiées. Par exemple, elle suppose le marché stable, liquide et sans arbitrage, toutes hypothèses qui se trouvent fausses en cas de turbulences. Le fait que le fonds d’investissement de Myron Scholes ait perdu 4,6 milliards de dollars en 2005, suite à une confiance exagérée en son propre modèle, témoigne de la méfiance que l’on doit avoir vis-à-vis de ces modèles mathématiques, et surtout de ceux qui les appliquent aveuglément.

La titrisation des créances immobilières aux États-Unis (ou subprimes) est un exemple d’une opération financière qui était a priori vouée à l’échec. S’il est possible en effet d’améliorer un risque d’un ensemble de créances en les mutualisant, en particulier lorsque les risques correspondants ne sont pas corrélés, on ne peut transformer pour autant un ensemble de créances douteuses, et de plus corrélées, en un risque de niveau correct. En particulier, une des origines de la crise des subprimes réside dans la forte hausse, en quelques mois, des taux d’intérêt variables, applicables à ces prêts immobiliers, dont la sinistralité a ainsi simultanément été accrue, sans se trouver atténuée par la mutualisation des créances.

Un autre exemple de dérives de l’application de modèles financiers est constitué par la mesure de la volatilité, qui intervient dans la mesure de la Value at Risk, ou « mesure de l’exposition au risque financier », d’un portefeuille de titres, par exemple. Tous ces modèles ont longtemps été basés sur des estimations de paramètres à partir de leurs variations statistiques observées dans le passé, les volatilités, par exemple, étant supposées stables. La survenue de la crise financière de 2008 a fortement remis en cause ce type de modèle, au profit d’autres prenant en compte des scénarios extrêmes, ou « scénarios de stress », caractérisés par une rupture de continuité dans l’évolution des paramètres.


À vous de compter ►

L’espérance de vie


Dans mon pays, l’espérance de vie est de 78 ans et elle augmente de deux mois chaque année. J’ai 43 ans. Si je vis assez longtemps, dans combien d’années atteindrai-je l’âge exact de l’espérance de vie dans mon pays ?

Réponse : a) 35 ; b) 40 ; c) 42.






À vous de compter ►

Le mystère de la place de parking


J’ai tiré l’énigme suivante d’un test destiné à des enfants de six ans à Hong-Kong… et elle a fait le tour du monde via Internet car certaines personnes la trouvaient terriblement difficile. D’autres prétendent que sa difficulté est proportionnelle aux connaissances mathématiques de ceux qui s’emploient à la résoudre. Le savoir pourrait-il être un handicap dans la résolution de certains problèmes ? Faut-il conserver son regard d’enfant pour les trouver évidentes ? Je vous laisse en juger…


[image: image]



Quel est le numéro caché sous la voiture ?

Réponse : a) 78 ; b) 87 ; c) 08.






À vous de compter ►

L’anniversaire de Caroline


Pour en finir avec les énigmes, je vous propose un défi qui, comme celui de la place de parking, a fait le tour du monde en raison de sa difficulté telle qu’elle a été estimée par les internautes, par rapport au niveau attendu du test. Ce problème a en effet été utilisé pour tester des enfants de 14 ans à Singapour.

Albane et Béatrice viennent de se lier d’amitié avec Caroline et aimeraient connaître la date de son anniversaire. Elles savent qu’il n’y a que dix dates possibles : 15, 16 ou 19 mai, 17 ou 18 juin, 14 ou 16 juillet et 14, 15 ou 17 août. Caroline confie le mois de son anniversaire à Albane et le jour à Béatrice.

Albane dit alors : je ne connais pas la date de l’anniversaire de Caroline, mais je sais que Béatrice non plus.

Béatrice répond : je ne savais pas quelle était la date de l’anniversaire de Caroline, mais maintenant, je sais.

Albane : maintenant, je le sais aussi.

Quelle est la date de l’anniversaire de Caroline ?

Réponse : a) 19 mai ; b) 16 juillet.








Pureté et impureté des mathématiques

Avec tous ces exemples, je ne voudrais certainement pas suggérer l’idée que les mathématiques sont une discipline qui doit seulement être pratiquée dans une tour d’ivoire. Les mathématiques utilisées pour résoudre des problèmes extérieurs à elles-mêmes, comme les prévisions épidémiologiques ou des questions financières, sont dites appliquées… par opposition aux autres mathématiques, que l’on qualifie habituellement de pures, et qui n’auraient donc aucune espèce d’application.

Le grand mathématicien britannique de l’avant-guerre, Godfrey Hardy (1877-1947), que nous avons rencontré plus haut, croyait viscéralement à cette distinction. Dans son esprit, seules les mathématiques appliquées, triviales et sans intérêt, avaient des visées guerrières. Pour cette raison, il les évitait et s’est beaucoup occupé de théorie des nombres. Il pouvait ainsi se défendre d’avoir contribué à un quelconque effort de guerre. Il est vrai que des applications guerrières sont effectivement nombreuses, au point qu’il serait difficile de toutes les citer : courbes balistiques permettant de régler les tirs des armes à feu, bombes thermonucléaires… Mais la frontière entre applications civiles et militaires est-elle si claire ?




Les dangereux pouvoirs des nombres

Le fait que le nombre 204 772 252 535 820 659 soit le produit de 7 719 373 187 et de 26 527 057 peut-il être une arme ? Si vous pensez « non », vous faites erreur. Cette décomposition en facteurs premiers aurait pu changer le cours de la Seconde Guerre mondiale. Derrière elle se cache en effet un code secret, difficile à casser, qui ne fut découvert qu’en 1976. Il est connu de nos jours sous le nom de RSA, car il fut découvert par les trois mathématiciens Ronald Rivest, Adi Shamir et Leonard Adleman. De nos jours, il est employé dans un but pacifique, pour coder nos cartes bancaires comme nos échanges sur Internet. Pendant la Seconde Guerre mondiale, il aurait pu l’être pour cacher de bien plus sinistres secrets !
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Les inventeurs de l’algorithme de chiffrement RSA : Adi Shamir, Ronald Rivest et Leonard Adleman (de gauche à droite).



Heureusement, Japonais et Allemands avaient recours à des codes que les Alliés surent casser, inversant ainsi le cours de la guerre en deux cas au moins : lors de la bataille de Midway et lors de celle de l’Atlantique (voir La Bible des codes secrets). En 1940, dans L’Apologie d’un mathématicien, Hardy écrit pourtant :



« Personne n’a encore découvert d’applications militaires à la théorie des nombres ou à celle de la relativité, et il est peu probable que quelqu’un le fera un jour. »





Une bombe explosant à Hiroshima cinq ans plus tard lui donnera tort pour ce qui est de la relativité, puisque cette théorie est la clef de l’utilisation de l’énergie nucléaire. Nous venons de voir ce qu’il en est de la théorie des nombres. Personne n’est maître des applications que d’autres pourront trouver à ses recherches, en mathématiques comme ailleurs. Autrement dit, les mathématiques pures n’existent pas. 

La méthode RSA est la raison de la course actuelle aux grands nombres premiers, puisque la clef de chiffrement y est le produit de deux grands nombres premiers. La méthode historique la plus simple pour déterminer les nombres premiers est due à Ératosthène (IIIe siècle avant notre ère). Son idée découle de la remarque suivante : si un nombre inférieur à 100 n’est pas premier, alors il possède au moins un diviseur premier compris entre 1 et 10. Les nombres non premiers entre 1 et 100 sont donc multiples de 2, 3, 5 ou 7. Le crible d’Ératosthène consiste alors à dresser la table des nombres entre 1 et 100 et d’y éliminer les multiples de 2, 3, 5 ou 7. Remarquez que cette opération n’exige d’effectuer aucune multiplication. Pour éliminer les multiples d’un nombre p, comptez p – 1 nombres après celui-ci, éliminez le suivant et recommencez. Finalement, on obtient les nombres 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 et 97. Bien entendu, les méthodes actuelles sont autrement plus sophistiquées.

Pour décrypter un message chiffré par la méthode RSA sans en connaître la clef, l’important est de savoir factoriser de grands nombres. La méthode historique, pour ce faire, est de le diviser par tous les nombres premiers entre 2 et sa racine carrée. Ainsi, pour factoriser les nombres jusqu’à 1 000 000, il suffit de connaître les 26 nombres premiers inférieurs à 1 000. Les méthodes modernes plus rapides dépassent le cadre de cet ouvrage, mais restent coûteuses en temps. Il n’en demeure pas moins que l’on sait, de nos jours, factoriser des nombres ordinaires de plus de 200 chiffres, ce qui met en cause les méthodes de chiffrement RSA utilisées sur Internet et dans les cartes bancaires. Cela sera encore plus vrai si un ordinateur quantique puissant voit le jour, ce qui n’est sans doute pas pour demain !









En guise d’épilogue


Ainsi, le numérique a envahi le monde. Toutes les données qui nous concernent, de notre fréquence cardiaque jusqu’à nos empreintes génétiques et, potentiellement, tout ce qu’il faut pour nous identifier sur une photo ou une vidéo, sont des suites de 0 et de 1, des nombres autrement dit. Peut-on en mesurer toutes les conséquences possibles sur la société, qu’elles soient positives ou négatives ? Difficilement sur le long terme, car cela nous conduit à pénétrer le domaine de la science-fiction et nous écarte de la pure rationalité, mais laissez-moi essayer, en partant de ce que beaucoup d’entre nous faisons déjà !

 

J’ai programmé mon téléphone pour qu’il surveille si j’effectue assez d’exercice physique chaque jour, cela pour éviter les méfaits d’une vie trop sédentaire. Mon téléphone me prévient donc du nombre de pas quotidien. Avec une montre intelligente, je pourrais connaître mon rythme cardiaque et éviter de dépasser trop longtemps les 120 pulsations par minute quand je cours. Si ma montre était connectée, mon médecin pourrait être tenu au courant de tous ces paramètres. En cas d’anomalie, il pourrait ainsi me suggérer de faire un check-up complet, ce qui me permettrait de détecter puis d’éviter un grave problème de santé. Vous me direz que mon médecin ne va pas passer son temps à surveiller mes paramètres… ce n’est pas grave, une intelligence artificielle le fera pour lui. Si j’étais cardiaque, je pourrais porter un pacemaker connecté, qui s’adapterait ainsi à toute situation ; de même si j’étais diabétique, avec une pompe à insuline connectée.

 

A priori, tout serait pour le mieux dans le meilleur des mondes possibles. Les nombres nous protègent et nous protégeront ! Cependant, un premier danger nous guette : les pirates informatiques, qui sévissent déjà dans les systèmes d’information des particuliers comme des entreprises. Cela n’a rien d’un fantasme : certains hôpitaux se sont déjà fait rançonner. Avec un pacemaker connecté, on peut imaginer un meurtre (ou une menace de meurtre) si un pirate prenait le contrôle du dispositif. Le danger vient donc de pirates, capables aussi de falsifier facilement des documents comme des vidéos et de vous faire dire le contraire de ce que vous avez dit.

 

La frontière entre la vérité et le mensonge se brouille. Des élections pourraient être faussées, et des carrières détruites. Le danger vient aussi d’États via la reconnaissance faciale, qui a son intérêt pour arrêter des criminels mais sert également à traquer des opposants politiques. Si nous n’y prenons pas garde, le futur ne sera pas un long fleuve tranquille… mais plutôt un torrent totalitaire. 

Je me souviens de mon désintérêt soudain pour le jeu d’échecs, quand mon ordinateur s’était mis à me battre et ce de plus en plus nettement. Si l’intelligence artificielle se développe au point de surpasser l’intelligence humaine, comment nous prémunirons-nous d’une prise de contrôle des robots sur les humains ? Peut-on garder le goût de vivre si des machines nous surpassent ? Cette idée d’inversion est-elle un délire complotiste ou bien un réel danger ? 

L’avenir semble fait d’une foule de questions existentielles, petites et grandes, mais son charme tient sans doute à ce qu’il n’est pas écrit d’avance. Dans tous les cas, notre rapport aux machines et aux nombres est à réinventer. 
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À vous de compter : solutions


Les réponses aux jeux sont données après leurs titres.


Les sept cars de Sète (p. 16)

Réponse b : le problème est indépendant du nombre de passagers que l’on peut mettre dans un car plein, on suppose simplement qu’ils sont identiques. Si ce nombre est égal à 60, chaque car contient au départ 40 touristes, d’où 280 touristes en tout. Les trois quarts font 210, qui est supérieur à la contenance de trois cars.




Les triangles (p. 22)

Réponse c.

Trois allumettes pour un premier triangle dans un plan, puis trois en sortant du plan pour former un tétraèdre.




La suite (p. 23)

Réponse b.

Il s’agit du nombre de tours par minute des disques vinyles : 16, 33, 45, 78.




Trois fois cinq font deux (p. 25)

Réponse a.

Il suffit d’additionner les deux premiers cinq, puis de diviser le résultat (10) par le troisième.




Le nombre égyptien (p. 52)

Réponse c.

Le nombre se décompose additivement en 3 millions, 5 fois 10 000 et 121.




La multiplication romaine (p. 53)

Réponse b.

XLIX vaut 49 et LXI, 61.

49 fois 61 vaut 2 989, qui s’écrit MMCMLXXXIX.




Le nombre chinois (p. 56)

Réponse c.

Sans l’espace entre les deux derniers chiffres, le nombre donné signifierait 122, mais il ne peut signifier 1 202 car les deux derniers « 2 » sont écrits l’un verticalement, l’autre horizontalement, ils désignent donc des unités et des milliers.




Le nombre mésopotamien (p. 58)

Réponse b.

Les trois chiffres dans la base 60 sont 55, 23 et 39. Le nombre vaut donc 55 × 3 600 + 23 × 60 + 39 = 199 419.




Entre septante, octante et nonante (p. 68)

Réponse c.




Le nombre d’Arabie saoudite (p. 75)

Réponse b.




Les pépites (p. 82)

Réponse c.

Les bijoux réalisés pèsent 4 + 9 + 13 = 26 grammes et le poids total des pépites est de 1 + 2 + … + 7 = 7 × 8/2, soit 28 grammes.

On en déduit que toutes les pépites ont été utilisées, sauf celle de 2 grammes.




Un nombre sur le soroban (p. 86)

Réponse a.

64 convient, puisque la première colonne contient deux boules (une unité simple et une unité quinaire) et la seconde quatre (quatre unités simples). 12 322 convient aussi.




Un nombre à imaginer (p. 92)

Réponse b.

Le résultat est le reste de 2.1010 000 – 1 dans la division par 9. Or toutes les puissances de 10 ont le même reste : 1. Le nombre final est donc égal à 1.




Le prix du jus d’orange (p. 98)

Réponse c.

Le prix de 125 litres de jus d’orange est égal à 0,6 × 125 = 75 €. Le prix de 90 litres est égal à 0,45 × 90 = 40,50 €.

Le mélange se compose de 125 + 90 = 215 litres, et il vaut 75 + 40,5 = 115,50 €. Le prix d’un litre est donc égal à 115,5 divisé par 215, soit 0,54 € à un centime près.




La factorielle de 0 (p. 111)

Réponse b.

D’après la définition, factorielle (3) = factorielle (2) × 3 et de même en remplaçant 3 par tout autre nombre. Ainsi, factorielle (0) doit vérifier : factorielle (1) = factorielle (0) × 1 ce qui donne : factorielle (0) = 1.




Et si 2 = 1 ? (p. 113)

Réponse b.

Les valeurs choisies pour a et b donnent a – b = 0, ce qui rend l’opération illicite.




Jeu à la mode grecque (p. 121)

Réponse a.

Le nombre 81 convient, puisque 81/9 = 9. Pour montrer qu’il est le seul, on peut passer en revue tous les nombres de 10 à 99, ce qui est fastidieux si on n’utilise pas un ordinateur.

On peut également remarquer que, si a et b sont les deux chiffres (1≤ a ≤ 9 et 0 ≤ b ≤ 9), la condition s’écrit : 10a + b = (a + b)2. Le nombre 10a + b est donc un carré parfait à deux chiffres, soit l’un des nombres : 16, 25, 36, 49, 64 ou 81. En passant en revue ces six nombres, on remarque que seul 81 est la solution du problème posé.




Hauteur d’un arbre (p. 121)

Réponse b.
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D’après le théorème de Thalès, la hauteur cherchée (en mètres) divisée par 1 est égale à 12 divisé par 0,8, ce qui fait 15 mètres. Cette technique était employée pour évaluer de loin la hauteur des remparts d’une ville afin, par exemple, de construire des échelles pour l’assaillir.




Paradoxe de Lewis Carroll (p. 125)

Réponse c.

Le tracé correct du triangle de la figure du bas est :
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Le théorème de Thalès donne alors x/8= 5/13 d’où x = 40/13… qui ne vaut pas 3. La confusion est cependant facile d’un point de vue graphique.




L’art de noter (p. 136)

Réponse a.

Si la première partie compte pour 25 % et la seconde pour 75 %, l’élève I a 13 et l’élève II, 12,5. Si on attribue les pourcentages inverses, I a 7 et II, 7,5.




L’âge du capitaine (p. 142)

Réponse c.

Si on reste en base 10, le problème est impossible. En fait, le capitaine a changé de base entre ses deux anniversaires. La première fois, il a utilisé la base 7, il avait donc 49 ans (soit 72). La seconde fois, il a utilisé la base 8, il avait donc 64 ans (soit 82). En 2021, il arrive donc à 65 ans.




L’âge de Diophante (p. 145)

Réponse a.

Si x est l’âge atteint par Diophante, les données se traduisent en : x/6 + x/12 + x/7 + 5 + x/2 + 4 = x. En portant tous les termes en x dans le membre de droite, on obtient : x = 84.




La girafe de Charles X (p. 152)

Réponse a.

Si nous notons x le nombre de jours de voyage restants lorsque la girafe reçoit son manteau, l’énoncé fournit l’équation : 29x + 17 (40 – x) = 800, qui a pour solution : x = 10. La girafe est donc à 290 kilomètres de Paris, ce qui correspond à Pouilly-en-Auxois.




L’âge du fils (p. 155)

Réponse c.

Le fils a 3 ans et le père 33 ans.




Les moutons d’or (p. 169)

Réponse b.




La suite de Fibonacci revisitée (p. 173)

Réponse c.

Si on écrit les nombres donnés (1, 6, 3, 14 et 43) en toutes lettres, on obtient : un, six, trois, quatorze et quarante-trois. Les nombres de lettres sont : 2, 3, 5, 8 et 13, qui suivent la règle de la suite de Fibonacci. Le nombre suivant comporte donc 21 lettres. En Belgique, 193 s’écrit cent nonante-trois, ce qui l’exclut. La réponse est donc 243.




Dites « 2 605 » (p. 178)

Réponse b. Les initiales de « Merci Mon Dieu, C’est Vendredi » donnent MMDCV, ce qui signifie 2 605 en chiffres romains.




Peut-on compléter ce carré pour le rendre magique ? (p. 183)

Réponse b.

La somme sur les lignes, colonnes et diagonales est égale à 34 (comme dans le carré de Dürer), cela donne le nombre 5 sur la diagonale qui va d’en bas à gauche vers en haut à droite. Le reste suit jusqu’à l’étape de la figure de gauche :
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Les nombres manquants de la troisième colonne ont pour somme 21. Les seules possibilités sont 10 et 11. Si on dispose 11 en première ligne, nous obtenons une impossibilité, car il faudrait mettre 2 en seconde colonne. On place donc 10 en première ligne, troisième colonne. Le reste suit.







Une somme géométrique (p. 194)

Réponse b.

Si S = 1 + 1/4 + 1/42 + …, 4 S = 4 + S, donc 3 S = 4, d’où S = 4/3.




L’escargot (p. 208)

Réponse c.

Chaque matin, l’escargot est un mètre plus haut que le matin précédent donc, au matin du septième jour, il est monté de sept mètres. Il finit alors dans la journée, ce qui fait donc huit jours en tout.




Une phrase autoréférente (p. 212)

Réponse a. Neuf convient.




L’hôtel de Hilbert (p. 215)

Réponse a.

Il suffit de demander à chaque client de se décaler d’une chambre, c’est-à-dire de transférer le client de la chambre n à la chambre n + 1. La première chambre est alors libérée. On peut y installer le nouveau client.




La multiplication binaire (p. 225)

Réponse a.

L’opération s’effectue comme en décimal !




Taux de compression (p. 245)

Réponse b, 16 %.

Une expansion de 40 % revient à multiplier la taille du message par 1,4, une compression de 40 %, à la multiplier par 0,6. En tout, nous la multiplions par 1,4 fois 0,6, soit 0,84. La réduction est donc de 16 %.




Les poignées de main (p. 252)

Réponse a, 12.

Dans chaque poignée de main, il y a deux mains, soit 132 ici, ce qui fait 12 × 11. Chaque invité serre toutes les mains, sauf la sienne. Ils sont donc 12.




Histoire d’œufs (p. 257)

Réponse a.

Une poule pond 1 œuf par dizaine de jours, dix poules pondent un œuf par jour (en moyenne), donc 1 000 œufs en 1 000 jours.




Filles et garçons (p. 258)

Réponse c.

Si les probabilités d’avoir une fille ou un garçon sont chacune égales à 1/2, celle d’avoir trois garçons de suite est égale à 1/8, de même pour trois filles. Les probabilités d’avoir deux filles et un garçon ou deux garçons et une fille sont identiques, donc égales à 3/8.

On peut raisonner autrement, en considérant que chaque suite de trois signes F ou G est de probabilité égale à 1/ 8. Avoir trois garçons correspond à la suite GGG, tandis qu’avoir deux filles et un garçon correspond à trois suites : GFF, FGF et FFG.




Le numéro suivant (p. 271)

Réponse b : 50. Chaque numéro est égal au précédent plus 8, mais d’autres réponses se justifient – toutes en réalité… même si c’est horriblement compliqué !

Pour les curieux déjà avancés en mathématiques, notre réponse favorite est 56. Elle fait appel à des nombres étudiés par François Proth, un mathématicien autodidacte du XIXe siècle. Bien entendu, elle sort complètement du cadre de ce livre et répond merveilleusement bien au principe : « Pourquoi faire simple quand on peut faire compliqué » ?

Considérons la liste des nombres n tels que 247 × 2n + 1 soit premier (c’est-à-dire sans diviseurs autres que 1 et eux-mêmes). D’énormes calculs, qu’il serait indécent de reproduire ici, permettent de montrer qu’elle commence ainsi 6, 14, 18, 26, 34, 42, 56, 74, etc., de sorte que la réponse correcte est « donc » 56… Diabolique, n’est-ce pas ?




L’âge de l’aîné (p. 271)

Réponse a.

Il existe onze décompositions de 126 en produit de quatre facteurs a, b, c et d. En voici le tableau avec les sommes S.




	
a


	
1


	
1


	
1


	
1


	
1


	
1


	
1


	
1


	
1


	
1


	
2





	
b


	
1


	
1


	
1


	
1


	
1


	
1


	
2


	
2


	
3


	
3


	
3





	
c


	
1


	
2


	
3


	
6


	
7


	
9


	
3


	
7


	
3


	
6


	
3





	
d


	
126


	
63


	
42


	
21


	
18


	
14


	
21


	
9


	
14


	
7


	
7





	
S


	
129


	
67


	
47


	
29


	
27


	
25


	
27


	
19


	
21


	
17


	
15






L’homme connaît la somme (le numéro de la maison) mais ne peut pas conclure. La somme est donc égale à 27, qui correspond à deux décompositions. L’un des cas correspond à des jumeaux comme petit dernier, donc la réponse est l’autre.




À en perdre la boule (p. 274)

Réponse c.

Il y avait une boule blanche et une grise, plus quatre noires. Les chances de tomber sur une blanche ou une grise étaient donc égales.




L’espérance de vie (p. 289)

Réponse c.

Si nous notons x la réponse, elle vérifie l’équation : 43 + x = 78 + x/6, ce qui donne 42.




Le mystère de la place de parking (p. 289)

Réponse b : 87. Les numéros dans les parkings sont faits pour être lus depuis les voitures, donc il suffit de retourner la feuille pour voir 86, —, 88, 89 et 90. Le numéro caché est donc le 87.




L’anniversaire de Caroline (p. 290)

Réponse b : 16 Juillet. Albane ne peut conclure car elle ne connaît que le mois et que plusieurs jours sont possibles pour chaque mois. En revanche, elle sait que Béatrice pourrait conclure si le jour était le 19 ou le 18, car ces jours correspondent chacune à un seul mois possible : mai et juin respectivement. L’anniversaire de Caroline est donc en juillet ou en août. Si Béatrice sait maintenant, c’est que le jour qu’elle connaît n’apparaît qu’une fois entre les mois de juillet et août, donc c’est le 16 juillet ou le 15 ou le 17 août. Si elle est sûre du jour de l’anniversaire, c’est que c’est le 16 juillet. Sachant que Béatrice connaît la date de l’anniversaire, Albane comprend que la date est le 16 juillet.









Glossaire


Les références concernent le glossaire lui-même.


0

Zéro a plusieurs rôles : signe d’une absence dans les numérations de position et nombre, élément neutre de l’addition.

Voir élément neutre, système de numération. 




1

L’unité est à la base des nombres, pourtant elle n’a pas toujours été reconnue comme un nombre, élément neutre de la multiplication.




1,618…

Voir nombre d’or.




10

Base du système de numération le plus répandu.

Voir système décimal.




2

Base du système de numération binaire.




20

Base d’un système de numération qui était répandu en Amérique précolombienne et chez les Celtes, dont on trouve des vestiges en français avec quatre-vingts (qui signifie octante), par exemple.




6

Nombre de jours de la Création selon la Bible, et plus petit nombre parfait.

Voir nombre parfait.




666

Nombre de la Bête selon l’Apocalypse de Jean.




70

Septante ou soixante-dix.




80

Huitante, octante ou quatre-vingts.




90

Nonante ou quatre-vingt-dix.




Aleph א 

Première lettre de l’alphabet hébraïque. Elle est utilisée pour noter les cardinaux des ensembles infinis : א0 désigne la puissance du dénombrable et א1, celle du continu.

Voir continu, dénombrable.




Abaciste

Autrefois, ce nom désignait ceux qui utilisaient l’abaque pour compter.

Voir abaque, algoriste.




Abaque

Instrument destiné à faciliter le calcul. Les bouliers sont des abaques.




Abscisse

Sur une ligne (droite on non) orientée, c’est-à-dire dotée d’un sens de parcours, on choisit une origine O. L’abscisse d’un point M de la ligne est la longueur OM affectée du signe « + » si M est situé après O selon l’orientation, du signe « – » sinon.
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L’abscisse x de M est la longueur OM si M est situé après l’origine O (dans le sens déterminé sur la ligne), la valeur –OM si M est situé avant l’origine O.



Voir coordonnées.




Absurde

Voir principe du tiers exclu, raisonnement pas l’absurde.




Addition

L’addition de deux nombres correspond à la réunion de deux quantités.

Voir principe additif. 




Affixe

L’affixe d’un point du plan est le nombre complexe dont la partie réelle est l’abscisse du point et la partie imaginaire, l’ordonnée.

Voir nombre complexe.




Aléatoire

Le mot latin alea signifie « jeu de dés ». En français, aléatoire signifie imprévisible, lié au hasard.

Voir hasard, probabilité.




Algèbre

En espagnol, l’algébriste est l’un des noms donnés aux rebouteux, ceux qui remettent les membres en place. De façon plus générale, l’algèbre consiste à manipuler les membres d’une équation pour la résoudre. Ce mot vient de l’arabe et son utilisation mathématique, d’Al-Khawarizmi (voir algorithme). Il a pris une signification plus générale depuis, et concerne la science des nombres en opposition avec la géométrie, qui est celle des figures.




Algébrique

Voir nombre algébrique.




Algébriquement clos

Un corps est dit algébriquement clos si toute équation à coefficients dans ce corps a toutes ses solutions dans ce corps. Le corps des nombres complexes est algébriquement clos. Les autres corps rencontrés dans cet ouvrage ne le sont pas.




Algoriste

Au Moyen-Âge et ensuite, ce nom désignait ceux qui utilisaient les chiffres arabes et les algorithmes qui vont avec pour effectuer les opérations.

Voir abaciste, algorithme.




Algorithme

« Algorithme » est la version mathématique, et rigoureuse, de « recette ». Comme en cuisine, un algorithme nécessite des ingrédients (en mathématiques, on dit des arguments) et une série d’opérations (en mathématiques, on dit des instructions élémentaires). Il a aussi un but : résoudre un problème donné. Par exemple, l’algorithme de l’addition fournit la somme de deux nombres à partir de ceux-ci, qui sont donc les arguments de l’algorithme.

Le mot vient du nom du savant arabe Al-Khawarizmi (783-850), qui fournissait ses méthodes sous forme algorithmique.




Analogie

Voir calcul analogique.




Arithmancie

L’arithmancie est une pseudoscience qui prétend prédire l’avenir des gens par des calculs portant sur leurs noms et prénoms.

Voir numérologie.




Axiome

Élément de base d’une théorie mathématique, admis sans démonstration.




Base

Voir système de numération.




Bâton de comptage ou bâton de taille

Le bâton de comptage est un bâton en bois ou en os sur lesquels on fait des encoches pour se souvenir d’un nombre. Autrefois, l’impôt à payer était communiqué par le fisc au moyen d’un bâton de taille, d’où le nom de cet impôt ancien.




Beauté

La formule élue la plus belle des mathématiques est due à Euler. Comme dans tous les arts, l’œil doit être exercé pour voir la beauté. L’un des objets de ce livre est cet exercice.




Binaire

Le système binaire permet d’écrire les nombres avec seulement deux chiffres (0 et 1), au lieu des dix nécessités par le système décimal. Il est donc adapté à l’informatique (un courant passe ou ne passe pas, etc.). Dans ce système, 10 représente le nombre « deux », 11, le nombre « trois », 100, « quatre », etc.

Voir bit.




Bit

Particule élémentaire d’information, pouvant être représentée par 0 ou 1, ou vrai ou faux. Ce mot signifie « morceau » en anglais, c’est aussi la contraction de binary digit (chiffre binaire).

Voir binaire.




Boulier

Abaque utilisant des boules coulissant sur des tiges.

Voir abaque.




Calcul

Le mot « calcul » vient du latin calculus, qui signifie « caillou ». Il rappelle l’une des premières façons de compter.

Voir abaque, algorithme, compter.




Calcul analogique

Le calcul analogique consiste à représenter les nombres par des grandeurs géométriques (longueurs, aires, volumes, angles) ou physiques (mécaniques, électriques, hydrauliques, chimiques), et à exploiter des phénomènes géométriques ou physiques dont la modélisation mathématique est fondée sur les équations que l’on veut résoudre. Le plus simple calculateur analogique était la règle à calcul. De nos jours, ces calculateurs analogiques ont été remplacés par les ordinateurs.




Calcul approché

Méthode de calcul consistant à trouver une approximation du résultat, la précision étant donnée. Par exemple, un calcul approché de π peut donner : π = 3,14 à 0,01 près, ce qui signifie que π vérifie la double inégalité : 3,13 < π < 3,15.

Voir nombre approché.




Cardinal

Le cardinal d’un ensemble est une mesure de la taille de cet ensemble. Si l’ensemble est fini, il s’agit de son nombre d’éléments. Si, comme l’ensemble des entiers, l’ensemble est infini dénombrable, son cardinal est noté א0. On dit aussi qu’il a la puissance du dénombrable. Les ensembles infinis non dénombrables, que l’on rencontre couramment, comme l’ensemble des nombres réels ou celui des nombres complexes, sont de cardinal א1. On dit qu’ils ont la puissance du continu.

Voir ordinal.




Carré

Le carré d’un nombre est son produit par lui-même. Ainsi, le carré de 2 est 4, celui de 3, 9. On note : 22 = 4.

Voir puissance.




Carré magique

Un carré de trois nombres sur trois est dit magique si les sommes des lignes, colonnes et diagonales sont toutes égales. De même pour des carrés de côtés quatre, cinq, six, etc. Certains attribuent des pouvoirs magiques à ces carrés et s’en servent comme amulettes.




Chaos

L’évolution d’un système déterministe est dite chaotique quand, après un certain temps, il semble le résultat du hasard. En particulier, une infime modification des conditions initiales a des conséquences sans commune mesure avec ce changement.

Voir déterministe.




Chapelet

Instrument destiné à compter les prières, ou à se distraire.




Chiffre

Un chiffre est un symbole que nous utilisons pour représenter les nombres.

Voir chiffres arabes, chiffres aztèques, chiffres chinois, chiffres égyptiens, chiffres indiens, chiffres mayas, chiffres mésopotamiens, chiffres romains.




Chiffres arabes

Les chiffres arabes sont les chiffres que nous utilisons internationalement : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 dans le cadre du système de numération décimale de position. Ils ne sont pas utilisés dans tous les pays arabes.

Voir système décimal.




Chiffres aztèques

Chiffres du système de numération aztèque, de base 20, non positionnel.




Chiffres chinois

Chiffres de l’un des systèmes de numération chinois, de base 10, positionnel ou non.




Chiffres égyptiens

Chiffres du système de numération égyptien antique, de base 10, non positionnel.




Chiffres indiens

Chiffres de l’un des systèmes de numération indiens, de base 10, positionnel.




Chiffres mayas

Chiffres du système de numération maya, de base 20, positionnel.




Chiffres mésopotamiens

Chiffres du système de numération mésopotamien, de base 60, positionnel.




Chiffres romains

Chiffres du système de numération romain, de base 10, non positionnel.




Cloche

Voir courbe en cloche.




Coïncidence

La probabilité d’une coïncidence peut être faible si on la prévoit avant qu’elle se produise ; elle ne l’est jamais a posteriori.




Commensurable

Deux quantités sont dites commensurables si elles sont toutes les deux multiples entières d’une même quantité.

Voir incommensurable.




Compter

Énoncer les nombres dans l’ordre à partir de 1, dénombrer.

Voir dénombrer.




Conjecture

Une conjecture est une assertion que l’on suppose vraie, mais dont on ne connaît pas de preuve.




Conjugué

Conjuguer un nombre complexe, c’est changer sa partie imaginaire en son opposé. Ainsi, le conjugué de 2 + 3i est 2 − 3i.

Voir nombre complexe, partie imaginaire, partie réelle.




Continu

L’ensemble des nombres réels est dit avoir la puissance du continu. On note ce cardinal א1.

Voir cardinal.




Coordonnées

Donnons-nous deux droites perpendiculaires du plan. Par commodité, nous considérons la première comme horizontale et dirigée de gauche à droite, la seconde, verticale et orientée de bas en haut. Nous notons O leur point d’intersection. Un point M du plan se projette sur ces droites en deux points P et Q. On note : x = OP et y = OQ en faisant précéder ces valeurs d’un signe « moins » si P ou Q sont à gauche ou en dessous de O ; x est appelé l’abscisse de M, y, son ordonnée et, de façon globale, x et y, ses coordonnées.
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Repérage d’un point du plan utilisant deux droites.



On peut recommencer dans l’espace, il suffit d’ajouter une coordonnée : la cote.




Corps

Ensemble de nombres sur lequel l’addition et la multiplication sont définies avec les règles usuelles que l’on utilise sur l’ensemble des nombres rationnels. En particulier, tous les résultats d’opérations restent dans l’ensemble en question et on ne peut diviser par zéro.

L’ensemble des nombres rationnels, celui des nombres réels et celui des nombres complexes sont des corps, de même que l’ensemble des nombres algébriques.




Correspondance biunivoque

On parle de correspondance biunivoque entre deux ensembles quand, à chaque élément du premier, on associe un, et un seul, élément du second, et vice-versa. Par exemple, 0 ↔ 1, 1 ↔ 2, 2 ↔ 3, etc., définit une correspondance biunivoque.




Courbe en cloche

On rencontre la courbe en cloche (ou courbe de Gauss) dans de nombreuses modélisations mathématiques de phénomènes naturels, par exemple la taille d’une population homogène, le temps d’incubation d’une maladie infectieuse, etc.
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La courbe en cloche est caractérisée par deux paramètres : la moyenne μ et l’écart-type σ.



Elle est caractérisée par deux paramètres : moyenne et écart-type, notée généralement par les lettres grecques μ et σ. Pour fixer les idées, si cette courbe représente la distribution de la taille dans une population, une moyenne de 1,75 m et un écart-type de 0,07 signifient que 68 % des personnes ont une taille comprise entre 1,68 et 1,82 m… et que la moyenne des tailles est 1,75 m, bien sûr.




Crise des fondements

La crise des fondements affecta les mathématiques au tournant du XXe siècle lorsque l’introduction de nouveaux concepts, liés à la notion d’infini, engendra de nombreux paradoxes. Elle fut résolue à travers la méthode axiomatique.




Cryptographie

Art de cacher le sens des messages, aujourd’hui indispensable dans les échanges bancaires ou sur Internet.




Décimal

Voir nombre décimal, système décimal.




Dénombrable

Se dit d’un ensemble infini dont on peut numéroter les éléments. Ainsi, l’ensemble des entiers est dénombrable et de même l’ensemble des nombres rationnels, comme celui des nombres algébriques. On dit aussi qu’ils ont la puissance du dénombrable, ou le cardinal א0. En revanche, l’ensemble des nombres réels, comme celui des nombres complexes, n’est pas dénombrable. On dit qu’ils ont la puissance du continu, ou le cardinal א1.

Voir continu.




Dénombrer

Déterminer le nombre d’éléments d’un ensemble fini.

Voir compter.




Déterministe

Un système est dit déterministe quand ses conditions (position, vitesse, accélération, etc.) à un instant donné déterminent ses conditions aux instants ultérieurs.

Voir chaos.




Développement décimal

Écriture décimale d’un nombre, limitée ou illimitée. Le développement décimal des nombres rationnels est périodique.




Discriminant

Le discriminant d’une équation discrimine le cas où elle a des racines multiples.

Voir équation, racines multiples.




Diviseur

Le nombre 12 divise 60 car : 60 = 12 × 5, 60 est alors dit un multiple de 12 (et de 5).

Voir premier.




Doigts

Les doigts de la main constituent la première calculatrice de l’histoire de l’humanité.




e

Voir Euler.




Effet papillon

On parle d’effet papillon quand une modification infime d’une condition initiale provoque un effet très important. Cette expression vient d’un article d’Edward Lorenz, concernant la météorologie, dont le titre était : « Le battement d’ailes d’un papillon au Brésil peut-il provoquer une tornade au Texas ? »

Voir chaos.




Élastique

Pour des correcteurs de copies d’examens ou autres, la règle de l’élastique consiste à appliquer un même coefficient multiplicateur aux notes pour en améliorer la moyenne. Par exemple, si la moyenne initiale est de 8, il suffit d’augmenter chaque note de 25 % pour obtenir une moyenne de 10.




Élément neutre

Voir neutre.




Entier

On appelle nombres entiers (ou entiers naturels), les nombres 1, 2, 3, 4, etc. Tout nombre entier peut être factorisé en nombres premiers. Par exemple : 60 = 22 × 3 × 5.

Voir premier.




Équation

Égalité comportant une inconnue, en général notée x. La règle est alors de chercher les valeurs de x pour lesquelles l’égalité est vraie. Ces valeurs sont nommées les racines, ou les solutions, de l’équation. Par exemple, x2 – 2 = 0 est une équation. Elle a deux racines, √2 et –√2. Les équations qui s’écrivent comme un polynôme (à coefficients rationnels) en x égal à 0 sont dites algébriques.

Voir inconnue, polynôme.




Équation fonctionnelle

Équation où l’inconnue est une fonction.




Erreur

En mathématiques, une erreur de calcul n’est pas une faute. Elle survient quand on remplace un résultat exact par un résultat approché. Il convient alors de préciser l’ordre de grandeur de l’erreur. Ainsi, 1/3 est égal à 0,33 à 0,01 près.




Ésotérisme

Dans certaines doctrines, l’enseignement se divise entre exotérisme, destiné à tout le monde, même aux profanes, et ésotérisme, réservé aux initiés. Dans ce sens, la franc-maçonnerie est un mouvement ésotérique, malgré des côtés rationalistes certains.




Euler

Le nombre d’Euler (1707-1783), noté e et valant 2,718 à 0,001 près, a envahi les mathématiques car il simplifie les formules liées aux exponentielles.

Voir exponentielle.




Exponentielle

La fonction exponentielle de base a (où a est un nombre positif) est la fonction qui, à un nombre x, associe le nombre ax. Si a est supérieur à 1, cette fonction est croissante, sinon, elle est décroissante. La fonction exponentielle la plus utilisée en sciences est celle de base e, le nombre d’Euler, car les formules sont plus simples dans ce cas.

Voir Euler.




Extension

Étendre la définition d’une fonction, c’est augmenter l’ensemble des nombres où elle est définie. Par exemple, l’exponentielle étant initialement définie sur l’ensemble des entiers naturels, on l’étend à tous les nombres réels et même complexes.




Factorisation

Les nombres entiers peuvent tous être écrits comme produit de nombres premiers, par exemple, 6 = 2 × 3, 253 = 11 × 23, etc. Une telle opération se nomme factorisation en nombres premiers.

Voir nombre premier.




Fibonacci

Voir suite de Fibonacci.




Finance

Voir modèle mathématique.




Fini

Ensemble dont on peut compter les éléments. Opposé d’infini.

Voir infini.




Fraction

Rapport de deux entiers, comme 2/3. Le nombre 2 est alors dit le numérateur et 3, le dénominateur, car il donne son nom à la fraction, ici deux tiers. Une fraction est un nombre rationnel.

Voir nombre rationnel.




Hasard

Le mot « hasard » vient de l’arabe, où il signifie « jeu de dés ». Il correspond au mot latin alea. En mathématiques, on s’intéresse aux cas où on peut prévoir les probabilités de chaque événement possible. Dans ce cas, on peut exploiter le hasard, comme le font tous les organismes de jeux.

Voir aléatoire, probabilité.




Hypothèse du continu

Hypothèse selon laquelle le plus petit cardinal infini après le dénombrable est le continu.




i

Racine carrée de –1. Ce nombre n’est donc pas réel, mais imaginaire… ce qui ne signifie pas qu’il n’existe pas.

Voir nombre complexe, nombre imaginaire.




Imaginaire

Fruit de l’imagination. À ce titre, toutes les mathématiques pourraient être qualifiées d’imaginaires, si ce mot ne signifiait pas également « détaché de la réalité ». On a qualifié d’imaginaires les nombres utilisés par les algébristes de la Renaissance pour résoudre des équations.

Voir nombre imaginaire.




Incommensurable

Le contraire de commensurable.




Inconnue

L’inconnue d’une équation est la quantité que l’on cherche à déterminer. Elle est souvent nommée x.




Indécidable

Dans une théorie axiomatique, une assertion est dite décidable si on peut soit la démontrer, soit démontrer sa négation. Dans le cas contraire, elle est dite indécidable.

Le postulat d’Euclide est indécidable dans l’axiomatique d’Euclide, si on n’y ajoute pas le postulat. En pratique, il existe des géométries, dites euclidiennes, dans lesquelles il est vrai. Il en existe d’autres, dites non euclidiennes, dans lesquelles il est faux.

Voir postulat d’Euclide.




Infini

On dit infini ce que l’on ne peut pas compter. Dans ce sens, on distingue l’infini potentiel, accepté par tous (tout nombre peut être dépassé) et l’infini actuel, qui a été l’objet de nombreux paradoxes dans l’Antiquité.

Voir cardinal, fini.




Irrationnel

Voir nombre irrationnel.




Logarithme

Le logarithme (décimal ou de base 10) d’un nombre x est le nombre y tel que : 10y = x. On peut également utiliser des logarithmes autres que décimaux, en particulier celui de base e, le nombre d’Euler. Il est appelé logarithme népérien.




Mathématiques pures

Expression insinuant que les mathématiques appliquées, c’est-à-dire ayant des applications, sont impures. La thèse inverse est : « Les mathématiques pures n’existent pas. »




Méthode axiomatique

La méthode axiomatique a été utilisée pour la première fois par Euclide dans ses Éléments. Elle a été systématisée au XXe siècle par David Hilbert. Elle consiste à admettre un certain nombre d’axiomes puis à utiliser les règles de la logique pour démontrer les résultats d’une théorie.

Voir crise des fondements.




Modèle mathématique

Quand on veut faire des prévisions sur un fait réel, comme le climat, le cours de la Bourse ou autres, on fabrique un modèle mathématique qui transforme le problème réel en calculs à effectuer. Ceux-ci le sont au moyen d’ordinateurs. L’un des grands dangers à ce niveau est d’oublier que l’on a résolu le problème posé par le modèle, et non le problème réel. La solution doit toujours être confrontée à la réalité. L’abus de modèles non vérifiés peut aboutir à de mauvaises surprises, comme dans certaines questions financières. Dans tous les cas, il s’agit d’objets scientifiques… donc réfutables, ce ne sont pas des dogmes.




Module

Le module d’un nombre complexe est la racine carrée de la somme des carrés de ses parties réelles et imaginaires. Ainsi, le carré du module de 2 + 3i est 4 + 9 = 13. On note le module d’un nombre en l’entourant de deux barres verticales, comme pour la valeur absolue des nombres réels.

Voir nombre complexe, partie imaginaire, partie réelle.




Monôme

Un monôme est une expression de la forme : 3x2, où 3 est le coefficient du monôme et 2, son degré. Ce dernier peut varier de zéro à l’infini.

Voir polynôme.




Mystique

Le mot « mystique » vient de « mystère ». Les mystiques croient donc à des choses mystérieuses ne pouvant être prouvées comme : le nombre 13 porte bonheur.




Neutre

L’élément neutre d’une opération est celui qui laisse tout nombre stable quand on le fait opérer. Ainsi, celui de l’addition est zéro, et celui de la multiplication, l’unité.




Nombre

Les diverses sortes de nombres utilisés en mathématiques dérivent toutes de la notion de nombre naturel (1, 2, 3, etc.). Ils ont en commun de permettre la quantification ou la mesure et d’être passibles des quatre opérations de l’arithmétique : addition, soustraction, multiplication et division.

Voir nombre entier.




Nombre algébrique

Nombre solution d’une équation algébrique à coefficients entiers. Par exemple, 1 est solution de : x – 1 = 0, √2 et –√2 de x2 – 2 = 0, donc 1, √2 et –√2 sont des nombres algébriques.

Voir nombre transcendant.




Nombre approché

Le nombre 2,45 (par exemple) est dit une valeur approchée du nombre x à la précision 0,01 (par exemple) si x est compris entre 2,44 et 2,46.




Nombre complexe

Nombre de la forme 2 + 3i où 2 et 3 peuvent être remplacés par tout autre nombre réel.

Voir partie imaginaire, partie réelle.




Nombre d’Euler

Voir Euler.




Nombre d’or

Solution positive de l’équation : x2 – x – 1 = 0. Le nombre d’or a des propriétés mathématiques intéressantes. Certains lui attribuent des propriétés de nature mystique.




Nombre décimal

Nombre ayant un développement décimal limité comme 123,456789. Le nombre π n’est pas un nombre décimal.




Nombre entier

Les nombres entiers naturels sont les nombres 1, 2, 3, etc. Ils servent à dénombrer des quantités d’objets : c’est en cela qu’ils sont naturels. Si on ne précise pas « naturel », le nombre 0 est ajouté à cette collection. Les nombres entiers relatifs sont les nombres entiers dotés d’un signe, comme –5. 




Nombre imaginaire

Autrefois, les nombres complexes étaient qualifiés d’imaginaires, sauf s’ils étaient réels. De nos jours, on réserve l’appellation « nombre imaginaires » aux nombres de la forme 2i, où 2 peut être remplacé par n’importe quel nombre réel.




Nombre irrationnel

Nombre non rationnel.




Nombre négatif

Nombre réel strictement plus petit que 0.




Nombre parfait

Nombre entier naturel égal à la somme de ses diviseurs. Les quatre premiers nombres parfaits sont connus depuis l’Antiquité : 6, 28, 496, 8 128. À l’heure actuelle, nous ne savons pas s’il existe des nombres parfaits impairs. Ces nombres ont une dimension mystique pour certains.




Nombre premier

Voir premier.




Nombre rationnel

Quotient de deux nombres entiers relatifs.




Nombre réel

Nombre utilisé pour mesurer, ayant un développement décimal limité ou illimité.




Nombre relatif

Voir nombre entier.




Nombre transcendant

Nombre réel ou complexe non algébrique.




Nombre univers

Un nombre est dit univers si on peut y trouver toute suite de nombres.




Numérologie

Ensemble de croyances selon lesquelles certains nombres auraient des propriétés bénéfiques, maléfiques ou magiques de façon générale. La numérologie est une pseudoscience.

Voir arithmancie.




Octet

Groupe de huit bits.

Voir bit.




Opérandes

Nombres sur lesquels porte une opération.




Opération

Les quatre opérations sont : addition, soustraction, multiplication et division.




Ordinal

Notion de nombre lié à l’ordre. Un nombre ordinal réfère au rang : premier, deuxième, troisième, etc.

Voir cardinal.




Ordinateur

Ce mot désignait Dieu au Moyen-Âge. De nos jours, en France, il désigne une machine capable de traiter des données en suivant automatiquement les instructions d’un programme.




Ordonnée

Voir coordonnées.




Papillon

Voir effet papillon.




Paradoxe

Un paradoxe est une proposition qui semble aboutir à une absurdité.




Partie imaginaire

La partie imaginaire d’un nombre complexe comme 2 + 3i est le nombre réel 3.

Voir nombre complexe, partie réelle.




Partie réelle

La partie réelle d’un nombre complexe comme 2 + 3i est le nombre réel 2.

Voir nombre complexe, partie imaginaire.




Pi

Le nombre π (3,14 à 0,01 près) intervient dans le calcul de l’aire et de la circonférence d’un cercle. Si son rayon est R, son aire est égale à πR2 et sa circonférence, à 2πR.




Polynôme

Un polynôme est une somme de monômes. Le degré d’un polynôme est le degré maximal des monômes qui le composent.

Voir monôme.




Postulat d’Euclide

Le postulat d’Euclide, selon lequel dans un plan, par un point, il passe une et une seule droite parallèle à une droite donnée, est indémontrable avec les autres axiomes d’Euclide. Euclide ne l’a pas nommé « axiome », car il pensait sûrement qu’il était possible de le démontrer. En fait, il s’agit d’un axiome indépendant des autres.

Voir indécidable.




Premier

Un nombre premier est un nombre entier sans diviseur autre que 1 et lui-même. Par exemple : 2, 3, 5, 7, 11, 13, etc.

Voir diviseur, entier.




Preuve

Raisonnement mathématique, partant d’axiomes et de règles de logique, permettant d’établir un résultat.




Preuve par neuf

Technique permettant d’établir qu’une opération est fausse.




Précision

Voir calcul approché.




Prévision

Prévoir, c’est penser que quelque chose va se produire, par exemple « il va pleuvoir demain ». Une telle prévision est toujours accompagnée d’une probabilité. De nos jours, les météorologues l’estiment de 4 sur 5, ou 3 sur 5, etc., ce qui signifie qu’il reste une probabilité non négligeable que la prévision soit fausse. En cela, une prévision se différencie d’une prédiction, qui consiste à prédire l’avenir, par exemple « le 21 mars, le jour durera autant que la nuit ». Aucune probabilité ici. Il en est de même de toutes les prévisions. Elles sont toujours fondées sur des modèles mathématiques qui, comme toute œuvre humaine, peuvent être contestables, contestés et améliorés.

Voir modèle mathématique.




Principe additif

Voir système additif.




Principe du tiers exclu

Principe selon lequel une affirmation est soit vraie, soit fausse. Il est contesté par certains logiciens. Ce principe justifie le raisonnement par l’absurde.




Probabilité

La probabilité d’un événement est un nombre compris entre 0 et 1. Plus elle est proche de 1, plus il est probable. Dans le jeu de pile ou face, si la pièce n’est pas truquée, la probabilité de pile, comme de face, est égale à 0,5, c’est-à-dire 50 %.




Pseudo-aléatoires

Une suite de nombres pseudo-aléatoires est une suite possédant toutes les qualités mathématiques du hasard. Ces suites sont utiles pour réaliser des simulations de phénomènes aléatoires.

Voir simulation.




Puissance

Élever un nombre à la puissance n, c’est le multiplier n fois par lui-même. Ainsi 32 = 3 × 3, 53 = 5 × 5 × 5, etc. Le mot puissance est également utilisé dans le cadre des cardinaux infinis. Ainsi, on parle de puissance du dénombrable (א0) et de puissance du continu (א1).




Quadrature

Opération consistant à calculer l’aire d’une surface en trouvant un carré de même aire. Les Grecs anciens imposaient de plus de réaliser cette opération à la règle et au compas. La quadrature du cercle est alors impossible.




QI

Voir quotient intellectuel.




Quotient intellectuel

Rapport entre l’âge mental d’un enfant et son âge physique. Il est calculé à partir de tests de nature mathématique. Initialement, les tests de QI étaient destinés à repérer les enfants arriérés, afin de leur venir en aide. Cette mesure a été déviée de son but, pour essayer de repérer des personnes à haut potentiel intellectuel. 




Racine

Voir équation.




Racine carrée

La racine carrée de 2 est le nombre (positif) qui, élevé au carré, est égal à 2. De même pour tout autre nombre.

Voir racine.




Racine multiple

Le nombre 1 est racine de l’équation x3 – 4x2 + 5x – 2 = 0, car 1 annule le polynôme du premier membre de cette égalité. Il s’agit d’une racine double car (x – 1)2 divise ce polynôme puisque : x3 – 4x2 + 5x – 2 = (x – 1)2. (x – 2). Cette définition se généralise aux racines triples, etc. On dit qu’une racine est multiple si elle est au moins double.

Voir racine.




Racine simple

Une racine d’une équation est dite simple si elle n’est pas multiple.

Voir racine.




Raisonnement par l’absurde

Principe de raisonnement consistant à prouver que le contraire d’une affirmation est absurde (ou contradictoire) pour prouver l’affirmation en question.

Voir principe du tiers exclu.




Règle de trois

Règle destinée à résoudre des problèmes de proportionnalité tels : 2 grammes d’or valent 40 €, combien valent 3 grammes ?




Règle des signes

Règle donnant le signe du produit de deux nombres selon leurs signes.




RSA

Système de chiffrement utilisé dans les cartes bancaires et pour la transmission des clefs de chiffrement d’autres systèmes.




Simulation

Pour déterminer une probabilité, par exemple celle d’avoir un carré d’as dans une main de huit cartes prise au hasard, une idée est de distribuer les cartes un très grand nombre de fois et de compter le nombre de cas favorables, c’est-à-dire le nombre de fois où vous obtiendrez un carré d’as, et le nombre total d’essais. Une approximation de la probabilité cherchée est le rapport entre le nombre de cas favorables et le nombre total d’essais. Ce procédé est fastidieux ; une amélioration est de simuler une distribution des cartes à l’aide d’un générateur de nombres pseudo-aléatoires.




Solution

Voir équation.




Statistique

Le but des statistiques est d’extraire des informations des listes de nombres que fournissent divers recensements. Par exemple, dénombrer les décès suivant l’âge et le sexe dans un pays permet d’en déduire l’espérance de vie dans ce pays, les primes d’assurance à appliquer, etc.




Suite de Fibonacci

Suite dont les deux premiers termes sont égaux à 1 et les suivants à la somme des deux qui précèdent : 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, etc. Le rapport d’un terme de la suite avec celui qui le précède tend vers le nombre d’or.

Voir nombre d’or.




Symbole

Un symbole est quelque chose en représentant une autre. Par exemple, un triangle peut représenter Dieu, via la Trinité.




Symbolique

Qui a trait à un symbole.




Système additif

Les systèmes de numération additifs consistent à accoler des symboles représentant chacun un nombre, le nombre total est la somme de ces nombres. Les Égyptiens anciens utilisaient un système additif. Les Romains le complétaient par un principe soustractif, comme pour écrire IV au lieu de IIII.




Système binaire

Voir binaire.




Système de numération

Système permettant de représenter les nombres. De nos jours, ils sont tous positionnels et utilisent un nombre entier au moins égal à 2 comme base. Si la base est 12, par exemple, le nombre 253 signifie dans cette base : 2 × 122 + 5 × 12 + 3, soit 351 dans le système décimal.




Système décimal

Système de base 10, pas forcément positionnel. Ainsi, le système de numération des anciens Romains est décimal, notre système actuel aussi.

Voir système décimal positionnel.




Système décimal positionnel

Système de base 10 de position. Dans ce système, 4 321 signifie 4 fois 1 000, plus 3 fois 100, plus 2 fois 10, plus 1. Les symboles utilisés pour les chiffres ne sont pas forcément les nôtres.




Table

Autrefois, on calculait avec des tables de plusieurs façons. D’une part, les abaques étaient souvent des tables. D’autre part, on utilisait des tables de logarithmes pour transformer les multiplications à effectuer en additions.




Taille

Voir bâton de comptage ou bâton de taille.




Théorème de Pythagore

Dans un triangle rectangle, l’aire du carré construit sur l’hypoténuse est égale à la somme des aires des carrés construits sur les côtés de l’angle droit.


[image: image]

Théorème de Pythagore : l’aire du grand carré est la somme des aires des deux petits.







Théorème de Thalès

Deux droites parallèles découpent sur deux droites des segments en proportion.


[image: image]

Dans ce cas, le théorème de Thalès correspond à l’égalité :

AB/AD = AC/AE.






x

La lettre X est la lettre usuelle pour désigner l’inconnue d’une équation.

Voir équation.
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(function(e,undefined){var t,n,r=typeof undefined,i=e.location,o=e.document,s=o.documentElement,a=e.jQuery,u=e.$,l={},c=[],f="2.0.0",p=c.concat,h=c.push,d=c.slice,g=c.indexOf,m=l.toString,y=l.hasOwnProperty,v=f.trim,x=function(e,n){return new x.fn.init(e,n,t)},b=/[+-]?(?:\d*\.|)\d+(?:[eE][+-]?\d+|)/.source,w=/\S+/g,T=/^(?:(<[\w\W]+>)[^>]*|#([\w-]*))$/,C=/^<(\w+)\s*\/?>(?:<\/\1>|)$/,k=/^-ms-/,N=/-([\da-z])/gi,E=function(e,t){return t.toUpperCase()},S=function(){o.removeEventListener("DOMContentLoaded",S,!1),e.removeEventListener("load",S,!1),x.ready()};x.fn=x.prototype={jquery:f,constructor:x,init:function(e,t,n){var r,i;if(!e)return this;if("string"==typeof e){if(r="<"===e.charAt(0)&&">"===e.charAt(e.length-1)&&e.length>=3?[null,e,null]:T.exec(e),!r||!r[1]&&t)return!t||t.jquery?(t||n).find(e):this.constructor(t).find(e);if(r[1]){if(t=t instanceof x?t[0]:t,x.merge(this,x.parseHTML(r[1],t&&t.nodeType?t.ownerDocument||t:o,!0)),C.test(r[1])&&x.isPlainObject(t))for(r in t)x.isFunction(this[r])?this[r](t[r]):this.attr(r,t[r]);return this}return i=o.getElementById(r[2]),i&&i.parentNode&&(this.length=1,this[0]=i),this.context=o,this.selector=e,this}return e.nodeType?(this.context=this[0]=e,this.length=1,this):x.isFunction(e)?n.ready(e):(e.selector!==undefined&&(this.selector=e.selector,this.context=e.context),x.makeArray(e,this))},selector:"",length:0,toArray:function(){return d.call(this)},get:function(e){return null==e?this.toArray():0>e?this[this.length+e]:this[e]},pushStack:function(e){var t=x.merge(this.constructor(),e);return t.prevObject=this,t.context=this.context,t},each:function(e,t){return x.each(this,e,t)},ready:function(e){return x.ready.promise().done(e),this},slice:function(){return this.pushStack(d.apply(this,arguments))},first:function(){return this.eq(0)},last:function(){return this.eq(-1)},eq:function(e){var t=this.length,n=+e+(0>e?t:0);return this.pushStack(n>=0&&t>n?[this[n]]:[])},map:function(e){return this.pushStack(x.map(this,function(t,n){return e.call(t,n,t)}))},end:function(){return this.prevObject||this.constructor(null)},push:h,sort:[].sort,splice:[].splice},x.fn.init.prototype=x.fn,x.extend=x.fn.extend=function(){var e,t,n,r,i,o,s=arguments[0]||{},a=1,u=arguments.length,l=!1;for("boolean"==typeof s&&(l=s,s=arguments[1]||{},a=2),"object"==typeof s||x.isFunction(s)||(s={}),u===a&&(s=this,--a);u>a;a++)if(null!=(e=arguments[a]))for(t in e)n=s[t],r=e[t],s!==r&&(l&&r&&(x.isPlainObject(r)||(i=x.isArray(r)))?(i?(i=!1,o=n&&x.isArray(n)?n:[]):o=n&&x.isPlainObject(n)?n:{},s[t]=x.extend(l,o,r)):r!==undefined&&(s[t]=r));return s},x.extend({expando:"jQuery"+(f+Math.random()).replace(/\D/g,""),noConflict:function(t){return e.$===x&&(e.$=u),t&&e.jQuery===x&&(e.jQuery=a),x},isReady:!1,readyWait:1,holdReady:function(e){e?x.readyWait++:x.ready(!0)},ready:function(e){(e===!0?--x.readyWait:x.isReady)||(x.isReady=!0,e!==!0&&--x.readyWait>0||(n.resolveWith(o,[x]),x.fn.trigger&&x(o).trigger("ready").off("ready")))},isFunction:function(e){return"function"===x.type(e)},isArray:Array.isArray,isWindow:function(e){return null!=e&&e===e.window},isNumeric:function(e){return!isNaN(parseFloat(e))&&isFinite(e)},type:function(e){return null==e?e+"":"object"==typeof e||"function"==typeof e?l[m.call(e)]||"object":typeof e},isPlainObject:function(e){if("object"!==x.type(e)||e.nodeType||x.isWindow(e))return!1;try{if(e.constructor&&!y.call(e.constructor.prototype,"isPrototypeOf"))return!1}catch(t){return!1}return!0},isEmptyObject:function(e){var t;for(t in e)return!1;return!0},error:function(e){throw Error(e)},parseHTML:function(e,t,n){if(!e||"string"!=typeof e)return null;"boolean"==typeof t&&(n=t,t=!1),t=t||o;var r=C.exec(e),i=!n&&[];return r?[t.createElement(r[1])]:(r=x.buildFragment([e],t,i),i&&x(i).remove(),x.merge([],r.childNodes))},parseJSON:JSON.parse,parseXML:function(e){var t,n;if(!e||"string"!=typeof e)return null;try{n=new DOMParser,t=n.parseFromString(e,"text/xml")}catch(r){t=undefined}return(!t||t.getElementsByTagName("parsererror").length)&&x.error("Invalid XML: "+e),t},noop:function(){},globalEval:function(e){var t,n=eval;e=x.trim(e),e&&(1===e.indexOf("use strict")?(t=o.createElement("script"),t.text=e,o.head.appendChild(t).parentNode.removeChild(t)):n(e))},camelCase:function(e){return e.replace(k,"ms-").replace(N,E)},nodeName:function(e,t){return e.nodeName&&e.nodeName.toLowerCase()===t.toLowerCase()},each:function(e,t,n){var r,i=0,o=e.length,s=j(e);if(n){if(s){for(;o>i;i++)if(r=t.apply(e[i],n),r===!1)break}else for(i in e)if(r=t.apply(e[i],n),r===!1)break}else if(s){for(;o>i;i++)if(r=t.call(e[i],i,e[i]),r===!1)break}else for(i in e)if(r=t.call(e[i],i,e[i]),r===!1)break;return e},trim:function(e){return null==e?"":v.call(e)},makeArray:function(e,t){var n=t||[];return null!=e&&(j(Object(e))?x.merge(n,"string"==typeof e?[e]:e):h.call(n,e)),n},inArray:function(e,t,n){return null==t?-1:g.call(t,e,n)},merge:function(e,t){var n=t.length,r=e.length,i=0;if("number"==typeof n)for(;n>i;i++)e[r++]=t[i];else while(t[i]!==undefined)e[r++]=t[i++];return e.length=r,e},grep:function(e,t,n){var r,i=[],o=0,s=e.length;for(n=!!n;s>o;o++)r=!!t(e[o],o),n!==r&&i.push(e[o]);return i},map:function(e,t,n){var r,i=0,o=e.length,s=j(e),a=[];if(s)for(;o>i;i++)r=t(e[i],i,n),null!=r&&(a[a.length]=r);else for(i in e)r=t(e[i],i,n),null!=r&&(a[a.length]=r);return p.apply([],a)},guid:1,proxy:function(e,t){var n,r,i;return"string"==typeof t&&(n=e[t],t=e,e=n),x.isFunction(e)?(r=d.call(arguments,2),i=function(){return e.apply(t||this,r.concat(d.call(arguments)))},i.guid=e.guid=e.guid||x.guid++,i):undefined},access:function(e,t,n,r,i,o,s){var a=0,u=e.length,l=null==n;if("object"===x.type(n)){i=!0;for(a in n)x.access(e,t,a,n[a],!0,o,s)}else if(r!==undefined&&(i=!0,x.isFunction(r)||(s=!0),l&&(s?(t.call(e,r),t=null):(l=t,t=function(e,t,n){return l.call(x(e),n)})),t))for(;u>a;a++)t(e[a],n,s?r:r.call(e[a],a,t(e[a],n)));return i?e:l?t.call(e):u?t(e[0],n):o},now:Date.now,swap:function(e,t,n,r){var i,o,s={};for(o in t)s[o]=e.style[o],e.style[o]=t[o];i=n.apply(e,r||[]);for(o in t)e.style[o]=s[o];return i}}),x.ready.promise=function(t){return n||(n=x.Deferred(),"complete"===o.readyState?setTimeout(x.ready):(o.addEventListener("DOMContentLoaded",S,!1),e.addEventListener("load",S,!1))),n.promise(t)},x.each("Boolean Number String Function Array Date RegExp Object Error".split(" "),function(e,t){l["[object "+t+"]"]=t.toLowerCase()});function j(e){var t=e.length,n=x.type(e);return x.isWindow(e)?!1:1===e.nodeType&&t?!0:"array"===n||"function"!==n&&(0===t||"number"==typeof t&&t>0&&t-1 in e)}t=x(o),function(e,undefined){var t,n,r,i,o,s,a,u,l,c,f,p,h,d,g,m,y="sizzle"+-new Date,v=e.document,b={},w=0,T=0,C=ot(),k=ot(),N=ot(),E=!1,S=function(){return 0},j=typeof undefined,D=1<<31,A=[],L=A.pop,q=A.push,H=A.push,O=A.slice,F=A.indexOf||function(e){var t=0,n=this.length;for(;n>t;t++)if(this[t]===e)return t;return-1},P="checked|selected|async|autofocus|autoplay|controls|defer|disabled|hidden|ismap|loop|multiple|open|readonly|required|scoped",R="[\\x20\\t\\r\\n\\f]",M="(?:\\\\.|[\\w-]|[^\\x00-\\xa0])+",W=M.replace("w","w#"),$="\\["+R+"*("+M+")"+R+"*(?:([*^$|!~]?=)"+R+"*(?:(['\"])((?:\\\\.|[^\\\\])*?)\\3|("+W+")|)|)"+R+"*\\]",B=":("+M+")(?:\\(((['\"])((?:\\\\.|[^\\\\])*?)\\3|((?:\\\\.|[^\\\\()[\\]]|"+$.replace(3,8)+")*)|.*)\\)|)",I=RegExp("^"+R+"+|((?:^|[^\\\\])(?:\\\\.)*)"+R+"+$","g"),z=RegExp("^"+R+"*,"+R+"*"),_=RegExp("^"+R+"*([>+~]|"+R+")"+R+"*"),X=RegExp(R+"*[+~]"),U=RegExp("="+R+"*([^\\]'\"]*)"+R+"*\\]","g"),Y=RegExp(B),V=RegExp("^"+W+"$"),G={ID:RegExp("^#("+M+")"),CLASS:RegExp("^\\.("+M+")"),TAG:RegExp("^("+M.replace("w","w*")+")"),ATTR:RegExp("^"+$),PSEUDO:RegExp("^"+B),CHILD:RegExp("^:(only|first|last|nth|nth-last)-(child|of-type)(?:\\("+R+"*(even|odd|(([+-]|)(\\d*)n|)"+R+"*(?:([+-]|)"+R+"*(\\d+)|))"+R+"*\\)|)","i"),"boolean":RegExp("^(?:"+P+")$","i"),needsContext:RegExp("^"+R+"*[>+~]|:(even|odd|eq|gt|lt|nth|first|last)(?:\\("+R+"*((?:-\\d)?\\d*)"+R+"*\\)|)(?=[^-]|$)","i")},J=/^[^{]+\{\s*\[native \w/,Q=/^(?:#([\w-]+)|(\w+)|\.([\w-]+))$/,K=/^(?:input|select|textarea|button)$/i,Z=/^h\d$/i,et=/'|\\/g,tt=/\\([\da-fA-F]{1,6}[\x20\t\r\n\f]?|.)/g,nt=function(e,t){var n="0x"+t-65536;return n!==n?t:0>n?String.fromCharCode(n+65536):String.fromCharCode(55296|n>>10,56320|1023&n)};try{H.apply(A=O.call(v.childNodes),v.childNodes),A[v.childNodes.length].nodeType}catch(rt){H={apply:A.length?function(e,t){q.apply(e,O.call(t))}:function(e,t){var n=e.length,r=0;while(e[n++]=t[r++]);e.length=n-1}}}function it(e){return J.test(e+"")}function ot(){var e,t=[];return e=function(n,i){return t.push(n+=" ")>r.cacheLength&&delete e[t.shift()],e[n]=i}}function st(e){return e[y]=!0,e}function at(e){var t=c.createElement("div");try{return!!e(t)}catch(n){return!1}finally{t.parentNode&&t.parentNode.removeChild(t),t=null}}function ut(e,t,n,r){var i,o,s,a,u,f,d,g,x,w;if((t?t.ownerDocument||t:v)!==c&&l(t),t=t||c,n=n||[],!e||"string"!=typeof e)return n;if(1!==(a=t.nodeType)&&9!==a)return[];if(p&&!r){if(i=Q.exec(e))if(s=i[1]){if(9===a){if(o=t.getElementById(s),!o||!o.parentNode)return n;if(o.id===s)return n.push(o),n}else if(t.ownerDocument&&(o=t.ownerDocument.getElementById(s))&&m(t,o)&&o.id===s)return n.push(o),n}else{if(i[2])return H.apply(n,t.getElementsByTagName(e)),n;if((s=i[3])&&b.getElementsByClassName&&t.getElementsByClassName)return H.apply(n,t.getElementsByClassName(s)),n}if(b.qsa&&(!h||!h.test(e))){if(g=d=y,x=t,w=9===a&&e,1===a&&"object"!==t.nodeName.toLowerCase()){f=gt(e),(d=t.getAttribute("id"))?g=d.replace(et,"\\$&"):t.setAttribute("id",g),g="[id='"+g+"'] ",u=f.length;while(u--)f[u]=g+mt(f[u]);x=X.test(e)&&t.parentNode||t,w=f.join(",")}if(w)try{return H.apply(n,x.querySelectorAll(w)),n}catch(T){}finally{d||t.removeAttribute("id")}}}return kt(e.replace(I,"$1"),t,n,r)}o=ut.isXML=function(e){var t=e&&(e.ownerDocument||e).documentElement;return t?"HTML"!==t.nodeName:!1},l=ut.setDocument=function(e){var t=e?e.ownerDocument||e:v;return t!==c&&9===t.nodeType&&t.documentElement?(c=t,f=t.documentElement,p=!o(t),b.getElementsByTagName=at(function(e){return e.appendChild(t.createComment("")),!e.getElementsByTagName("*").length}),b.attributes=at(function(e){return e.className="i",!e.getAttribute("className")}),b.getElementsByClassName=at(function(e){return e.innerHTML="<div class='a'></div><div class='a i'></div>",e.firstChild.className="i",2===e.getElementsByClassName("i").length}),b.sortDetached=at(function(e){return 1&e.compareDocumentPosition(c.createElement("div"))}),b.getById=at(function(e){return f.appendChild(e).id=y,!t.getElementsByName||!t.getElementsByName(y).length}),b.getById?(r.find.ID=function(e,t){if(typeof t.getElementById!==j&&p){var n=t.getElementById(e);return n&&n.parentNode?[n]:[]}},r.filter.ID=function(e){var t=e.replace(tt,nt);return function(e){return e.getAttribute("id")===t}}):(r.find.ID=function(e,t){if(typeof t.getElementById!==j&&p){var n=t.getElementById(e);return n?n.id===e||typeof n.getAttributeNode!==j&&n.getAttributeNode("id").value===e?[n]:undefined:[]}},r.filter.ID=function(e){var t=e.replace(tt,nt);return function(e){var n=typeof e.getAttributeNode!==j&&e.getAttributeNode("id");return n&&n.value===t}}),r.find.TAG=b.getElementsByTagName?function(e,t){return typeof t.getElementsByTagName!==j?t.getElementsByTagName(e):undefined}:function(e,t){var n,r=[],i=0,o=t.getElementsByTagName(e);if("*"===e){while(n=o[i++])1===n.nodeType&&r.push(n);return r}return o},r.find.CLASS=b.getElementsByClassName&&function(e,t){return typeof t.getElementsByClassName!==j&&p?t.getElementsByClassName(e):undefined},d=[],h=[],(b.qsa=it(t.querySelectorAll))&&(at(function(e){e.innerHTML="<select><option selected=''></option></select>",e.querySelectorAll("[selected]").length||h.push("\\["+R+"*(?:value|"+P+")"),e.querySelectorAll(":checked").length||h.push(":checked")}),at(function(e){var t=c.createElement("input");t.setAttribute("type","hidden"),e.appendChild(t).setAttribute("t",""),e.querySelectorAll("[t^='']").length&&h.push("[*^$]="+R+"*(?:''|\"\")"),e.querySelectorAll(":enabled").length||h.push(":enabled",":disabled"),e.querySelectorAll("*,:x"),h.push(",.*:")})),(b.matchesSelector=it(g=f.webkitMatchesSelector||f.mozMatchesSelector||f.oMatchesSelector||f.msMatchesSelector))&&at(function(e){b.disconnectedMatch=g.call(e,"div"),g.call(e,"[s!='']:x"),d.push("!=",B)}),h=h.length&&RegExp(h.join("|")),d=d.length&&RegExp(d.join("|")),m=it(f.contains)||f.compareDocumentPosition?function(e,t){var n=9===e.nodeType?e.documentElement:e,r=t&&t.parentNode;return e===r||!(!r||1!==r.nodeType||!(n.contains?n.contains(r):e.compareDocumentPosition&&16&e.compareDocumentPosition(r)))}:function(e,t){if(t)while(t=t.parentNode)if(t===e)return!0;return!1},S=f.compareDocumentPosition?function(e,n){if(e===n)return E=!0,0;var r=n.compareDocumentPosition&&e.compareDocumentPosition&&e.compareDocumentPosition(n);return r?1&r||!b.sortDetached&&n.compareDocumentPosition(e)===r?e===t||m(v,e)?-1:n===t||m(v,n)?1:u?F.call(u,e)-F.call(u,n):0:4&r?-1:1:e.compareDocumentPosition?-1:1}:function(e,n){var r,i=0,o=e.parentNode,s=n.parentNode,a=[e],l=[n];if(e===n)return E=!0,0;if(!o||!s)return e===t?-1:n===t?1:o?-1:s?1:u?F.call(u,e)-F.call(u,n):0;if(o===s)return lt(e,n);r=e;while(r=r.parentNode)a.unshift(r);r=n;while(r=r.parentNode)l.unshift(r);while(a[i]===l[i])i++;return i?lt(a[i],l[i]):a[i]===v?-1:l[i]===v?1:0},c):c},ut.matches=function(e,t){return ut(e,null,null,t)},ut.matchesSelector=function(e,t){if((e.ownerDocument||e)!==c&&l(e),t=t.replace(U,"='$1']"),!(!b.matchesSelector||!p||d&&d.test(t)||h&&h.test(t)))try{var n=g.call(e,t);if(n||b.disconnectedMatch||e.document&&11!==e.document.nodeType)return n}catch(r){}return ut(t,c,null,[e]).length>0},ut.contains=function(e,t){return(e.ownerDocument||e)!==c&&l(e),m(e,t)},ut.attr=function(e,t){(e.ownerDocument||e)!==c&&l(e);var n=r.attrHandle[t.toLowerCase()],i=n&&n(e,t,!p);return i===undefined?b.attributes||!p?e.getAttribute(t):(i=e.getAttributeNode(t))&&i.specified?i.value:null:i},ut.error=function(e){throw Error("Syntax error, unrecognized expression: "+e)},ut.uniqueSort=function(e){var t,n=[],r=0,i=0;if(E=!b.detectDuplicates,u=!b.sortStable&&e.slice(0),e.sort(S),E){while(t=e[i++])t===e[i]&&(r=n.push(i));while(r--)e.splice(n[r],1)}return e};function lt(e,t){var n=t&&e,r=n&&(~t.sourceIndex||D)-(~e.sourceIndex||D);if(r)return r;if(n)while(n=n.nextSibling)if(n===t)return-1;return e?1:-1}function ct(e,t,n){var r;return n?undefined:(r=e.getAttributeNode(t))&&r.specified?r.value:e[t]===!0?t.toLowerCase():null}function ft(e,t,n){var r;return n?undefined:r=e.getAttribute(t,"type"===t.toLowerCase()?1:2)}function pt(e){return function(t){var n=t.nodeName.toLowerCase();return"input"===n&&t.type===e}}function ht(e){return function(t){var n=t.nodeName.toLowerCase();return("input"===n||"button"===n)&&t.type===e}}function dt(e){return st(function(t){return t=+t,st(function(n,r){var i,o=e([],n.length,t),s=o.length;while(s--)n[i=o[s]]&&(n[i]=!(r[i]=n[i]))})})}i=ut.getText=function(e){var t,n="",r=0,o=e.nodeType;if(o){if(1===o||9===o||11===o){if("string"==typeof e.textContent)return e.textContent;for(e=e.firstChild;e;e=e.nextSibling)n+=i(e)}else if(3===o||4===o)return e.nodeValue}else for(;t=e[r];r++)n+=i(t);return n},r=ut.selectors={cacheLength:50,createPseudo:st,match:G,attrHandle:{},find:{},relative:{">":{dir:"parentNode",first:!0}," ":{dir:"parentNode"},"+":{dir:"previousSibling",first:!0},"~":{dir:"previousSibling"}},preFilter:{ATTR:function(e){return e[1]=e[1].replace(tt,nt),e[3]=(e[4]||e[5]||"").replace(tt,nt),"~="===e[2]&&(e[3]=" "+e[3]+" "),e.slice(0,4)},CHILD:function(e){return e[1]=e[1].toLowerCase(),"nth"===e[1].slice(0,3)?(e[3]||ut.error(e[0]),e[4]=+(e[4]?e[5]+(e[6]||1):2*("even"===e[3]||"odd"===e[3])),e[5]=+(e[7]+e[8]||"odd"===e[3])):e[3]&&ut.error(e[0]),e},PSEUDO:function(e){var t,n=!e[5]&&e[2];return G.CHILD.test(e[0])?null:(e[4]?e[2]=e[4]:n&&Y.test(n)&&(t=gt(n,!0))&&(t=n.indexOf(")",n.length-t)-n.length)&&(e[0]=e[0].slice(0,t),e[2]=n.slice(0,t)),e.slice(0,3))}},filter:{TAG:function(e){var t=e.replace(tt,nt).toLowerCase();return"*"===e?function(){return!0}:function(e){return e.nodeName&&e.nodeName.toLowerCase()===t}},CLASS:function(e){var t=C[e+" "];return t||(t=RegExp("(^|"+R+")"+e+"("+R+"|$)"))&&C(e,function(e){return t.test("string"==typeof e.className&&e.className||typeof e.getAttribute!==j&&e.getAttribute("class")||"")})},ATTR:function(e,t,n){return function(r){var i=ut.attr(r,e);return null==i?"!="===t:t?(i+="","="===t?i===n:"!="===t?i!==n:"^="===t?n&&0===i.indexOf(n):"*="===t?n&&i.indexOf(n)>-1:"$="===t?n&&i.slice(-n.length)===n:"~="===t?(" "+i+" ").indexOf(n)>-1:"|="===t?i===n||i.slice(0,n.length+1)===n+"-":!1):!0}},CHILD:function(e,t,n,r,i){var o="nth"!==e.slice(0,3),s="last"!==e.slice(-4),a="of-type"===t;return 1===r&&0===i?function(e){return!!e.parentNode}:function(t,n,u){var l,c,f,p,h,d,g=o!==s?"nextSibling":"previousSibling",m=t.parentNode,v=a&&t.nodeName.toLowerCase(),x=!u&&!a;if(m){if(o){while(g){f=t;while(f=f[g])if(a?f.nodeName.toLowerCase()===v:1===f.nodeType)return!1;d=g="only"===e&&!d&&"nextSibling"}return!0}if(d=[s?m.firstChild:m.lastChild],s&&x){c=m[y]||(m[y]={}),l=c[e]||[],h=l[0]===w&&l[1],p=l[0]===w&&l[2],f=h&&m.childNodes[h];while(f=++h&&f&&f[g]||(p=h=0)||d.pop())if(1===f.nodeType&&++p&&f===t){c[e]=[w,h,p];break}}else if(x&&(l=(t[y]||(t[y]={}))[e])&&l[0]===w)p=l[1];else while(f=++h&&f&&f[g]||(p=h=0)||d.pop())if((a?f.nodeName.toLowerCase()===v:1===f.nodeType)&&++p&&(x&&((f[y]||(f[y]={}))[e]=[w,p]),f===t))break;return p-=i,p===r||0===p%r&&p/r>=0}}},PSEUDO:function(e,t){var n,i=r.pseudos[e]||r.setFilters[e.toLowerCase()]||ut.error("unsupported pseudo: "+e);return i[y]?i(t):i.length>1?(n=[e,e,"",t],r.setFilters.hasOwnProperty(e.toLowerCase())?st(function(e,n){var r,o=i(e,t),s=o.length;while(s--)r=F.call(e,o[s]),e[r]=!(n[r]=o[s])}):function(e){return i(e,0,n)}):i}},pseudos:{not:st(function(e){var t=[],n=[],r=s(e.replace(I,"$1"));return r[y]?st(function(e,t,n,i){var o,s=r(e,null,i,[]),a=e.length;while(a--)(o=s[a])&&(e[a]=!(t[a]=o))}):function(e,i,o){return t[0]=e,r(t,null,o,n),!n.pop()}}),has:st(function(e){return function(t){return ut(e,t).length>0}}),contains:st(function(e){return function(t){return(t.textContent||t.innerText||i(t)).indexOf(e)>-1}}),lang:st(function(e){return V.test(e||"")||ut.error("unsupported lang: "+e),e=e.replace(tt,nt).toLowerCase(),function(t){var n;do if(n=p?t.lang:t.getAttribute("xml:lang")||t.getAttribute("lang"))return n=n.toLowerCase(),n===e||0===n.indexOf(e+"-");while((t=t.parentNode)&&1===t.nodeType);return!1}}),target:function(t){var n=e.location&&e.location.hash;return n&&n.slice(1)===t.id},root:function(e){return e===f},focus:function(e){return e===c.activeElement&&(!c.hasFocus||c.hasFocus())&&!!(e.type||e.href||~e.tabIndex)},enabled:function(e){return e.disabled===!1},disabled:function(e){return e.disabled===!0},checked:function(e){var t=e.nodeName.toLowerCase();return"input"===t&&!!e.checked||"option"===t&&!!e.selected},selected:function(e){return e.parentNode&&e.parentNode.selectedIndex,e.selected===!0},empty:function(e){for(e=e.firstChild;e;e=e.nextSibling)if(e.nodeName>"@"||3===e.nodeType||4===e.nodeType)return!1;return!0},parent:function(e){return!r.pseudos.empty(e)},header:function(e){return Z.test(e.nodeName)},input:function(e){return K.test(e.nodeName)},button:function(e){var t=e.nodeName.toLowerCase();return"input"===t&&"button"===e.type||"button"===t},text:function(e){var t;return"input"===e.nodeName.toLowerCase()&&"text"===e.type&&(null==(t=e.getAttribute("type"))||t.toLowerCase()===e.type)},first:dt(function(){return[0]}),last:dt(function(e,t){return[t-1]}),eq:dt(function(e,t,n){return[0>n?n+t:n]}),even:dt(function(e,t){var n=0;for(;t>n;n+=2)e.push(n);return e}),odd:dt(function(e,t){var n=1;for(;t>n;n+=2)e.push(n);return e}),lt:dt(function(e,t,n){var r=0>n?n+t:n;for(;--r>=0;)e.push(r);return e}),gt:dt(function(e,t,n){var r=0>n?n+t:n;for(;t>++r;)e.push(r);return e})}};for(t in{radio:!0,checkbox:!0,file:!0,password:!0,image:!0})r.pseudos[t]=pt(t);for(t in{submit:!0,reset:!0})r.pseudos[t]=ht(t);function gt(e,t){var n,i,o,s,a,u,l,c=k[e+" "];if(c)return t?0:c.slice(0);a=e,u=[],l=r.preFilter;while(a){(!n||(i=z.exec(a)))&&(i&&(a=a.slice(i[0].length)||a),u.push(o=[])),n=!1,(i=_.exec(a))&&(n=i.shift(),o.push({value:n,type:i[0].replace(I," ")}),a=a.slice(n.length));for(s in r.filter)!(i=G[s].exec(a))||l[s]&&!(i=l[s](i))||(n=i.shift(),o.push({value:n,type:s,matches:i}),a=a.slice(n.length));if(!n)break}return t?a.length:a?ut.error(e):k(e,u).slice(0)}function mt(e){var t=0,n=e.length,r="";for(;n>t;t++)r+=e[t].value;return r}function yt(e,t,r){var i=t.dir,o=r&&"parentNode"===i,s=T++;return t.first?function(t,n,r){while(t=t[i])if(1===t.nodeType||o)return e(t,n,r)}:function(t,r,a){var u,l,c,f=w+" "+s;if(a){while(t=t[i])if((1===t.nodeType||o)&&e(t,r,a))return!0}else while(t=t[i])if(1===t.nodeType||o)if(c=t[y]||(t[y]={}),(l=c[i])&&l[0]===f){if((u=l[1])===!0||u===n)return u===!0}else if(l=c[i]=[f],l[1]=e(t,r,a)||n,l[1]===!0)return!0}}function vt(e){return e.length>1?function(t,n,r){var i=e.length;while(i--)if(!e[i](t,n,r))return!1;return!0}:e[0]}function xt(e,t,n,r,i){var o,s=[],a=0,u=e.length,l=null!=t;for(;u>a;a++)(o=e[a])&&(!n||n(o,r,i))&&(s.push(o),l&&t.push(a));return s}function bt(e,t,n,r,i,o){return r&&!r[y]&&(r=bt(r)),i&&!i[y]&&(i=bt(i,o)),st(function(o,s,a,u){var l,c,f,p=[],h=[],d=s.length,g=o||Ct(t||"*",a.nodeType?[a]:a,[]),m=!e||!o&&t?g:xt(g,p,e,a,u),y=n?i||(o?e:d||r)?[]:s:m;if(n&&n(m,y,a,u),r){l=xt(y,h),r(l,[],a,u),c=l.length;while(c--)(f=l[c])&&(y[h[c]]=!(m[h[c]]=f))}if(o){if(i||e){if(i){l=[],c=y.length;while(c--)(f=y[c])&&l.push(m[c]=f);i(null,y=[],l,u)}c=y.length;while(c--)(f=y[c])&&(l=i?F.call(o,f):p[c])>-1&&(o[l]=!(s[l]=f))}}else y=xt(y===s?y.splice(d,y.length):y),i?i(null,s,y,u):H.apply(s,y)})}function wt(e){var t,n,i,o=e.length,s=r.relative[e[0].type],u=s||r.relative[" "],l=s?1:0,c=yt(function(e){return e===t},u,!0),f=yt(function(e){return F.call(t,e)>-1},u,!0),p=[function(e,n,r){return!s&&(r||n!==a)||((t=n).nodeType?c(e,n,r):f(e,n,r))}];for(;o>l;l++)if(n=r.relative[e[l].type])p=[yt(vt(p),n)];else{if(n=r.filter[e[l].type].apply(null,e[l].matches),n[y]){for(i=++l;o>i;i++)if(r.relative[e[i].type])break;return bt(l>1&&vt(p),l>1&&mt(e.slice(0,l-1)).replace(I,"$1"),n,i>l&&wt(e.slice(l,i)),o>i&&wt(e=e.slice(i)),o>i&&mt(e))}p.push(n)}return vt(p)}function Tt(e,t){var i=0,o=t.length>0,s=e.length>0,u=function(u,l,f,p,h){var d,g,m,y=[],v=0,x="0",b=u&&[],T=null!=h,C=a,k=u||s&&r.find.TAG("*",h&&l.parentNode||l),N=w+=null==C?1:Math.random()||.1;for(T&&(a=l!==c&&l,n=i);null!=(d=k[x]);x++){if(s&&d){g=0;while(m=e[g++])if(m(d,l,f)){p.push(d);break}T&&(w=N,n=++i)}o&&((d=!m&&d)&&v--,u&&b.push(d))}if(v+=x,o&&x!==v){g=0;while(m=t[g++])m(b,y,l,f);if(u){if(v>0)while(x--)b[x]||y[x]||(y[x]=L.call(p));y=xt(y)}H.apply(p,y),T&&!u&&y.length>0&&v+t.length>1&&ut.uniqueSort(p)}return T&&(w=N,a=C),b};return o?st(u):u}s=ut.compile=function(e,t){var n,r=[],i=[],o=N[e+" "];if(!o){t||(t=gt(e)),n=t.length;while(n--)o=wt(t[n]),o[y]?r.push(o):i.push(o);o=N(e,Tt(i,r))}return o};function Ct(e,t,n){var r=0,i=t.length;for(;i>r;r++)ut(e,t[r],n);return n}function kt(e,t,n,i){var o,a,u,l,c,f=gt(e);if(!i&&1===f.length){if(a=f[0]=f[0].slice(0),a.length>2&&"ID"===(u=a[0]).type&&9===t.nodeType&&p&&r.relative[a[1].type]){if(t=(r.find.ID(u.matches[0].replace(tt,nt),t)||[])[0],!t)return n;e=e.slice(a.shift().value.length)}o=G.needsContext.test(e)?0:a.length;while(o--){if(u=a[o],r.relative[l=u.type])break;if((c=r.find[l])&&(i=c(u.matches[0].replace(tt,nt),X.test(a[0].type)&&t.parentNode||t))){if(a.splice(o,1),e=i.length&&mt(a),!e)return H.apply(n,i),n;break}}}return s(e,f)(i,t,!p,n,X.test(e)),n}r.pseudos.nth=r.pseudos.eq;function Nt(){}Nt.prototype=r.filters=r.pseudos,r.setFilters=new Nt,b.sortStable=y.split("").sort(S).join("")===y,l(),[0,0].sort(S),b.detectDuplicates=E,at(function(e){if(e.innerHTML="<a href='#'></a>","#"!==e.firstChild.getAttribute("href")){var t="type|href|height|width".split("|"),n=t.length;while(n--)r.attrHandle[t[n]]=ft}}),at(function(e){if(null!=e.getAttribute("disabled")){var t=P.split("|"),n=t.length;while(n--)r.attrHandle[t[n]]=ct}}),x.find=ut,x.expr=ut.selectors,x.expr[":"]=x.expr.pseudos,x.unique=ut.uniqueSort,x.text=ut.getText,x.isXMLDoc=ut.isXML,x.contains=ut.contains}(e);var D={};function A(e){var t=D[e]={};return x.each(e.match(w)||[],function(e,n){t[n]=!0}),t}x.Callbacks=function(e){e="string"==typeof e?D[e]||A(e):x.extend({},e);var t,n,r,i,o,s,a=[],u=!e.once&&[],l=function(f){for(t=e.memory&&f,n=!0,s=i||0,i=0,o=a.length,r=!0;a&&o>s;s++)if(a[s].apply(f[0],f[1])===!1&&e.stopOnFalse){t=!1;break}r=!1,a&&(u?u.length&&l(u.shift()):t?a=[]:c.disable())},c={add:function(){if(a){var n=a.length;(function s(t){x.each(t,function(t,n){var r=x.type(n);"function"===r?e.unique&&c.has(n)||a.push(n):n&&n.length&&"string"!==r&&s(n)})})(arguments),r?o=a.length:t&&(i=n,l(t))}return this},remove:function(){return a&&x.each(arguments,function(e,t){var n;while((n=x.inArray(t,a,n))>-1)a.splice(n,1),r&&(o>=n&&o--,s>=n&&s--)}),this},has:function(e){return e?x.inArray(e,a)>-1:!(!a||!a.length)},empty:function(){return a=[],o=0,this},disable:function(){return a=u=t=undefined,this},disabled:function(){return!a},lock:function(){return u=undefined,t||c.disable(),this},locked:function(){return!u},fireWith:function(e,t){return t=t||[],t=[e,t.slice?t.slice():t],!a||n&&!u||(r?u.push(t):l(t)),this},fire:function(){return c.fireWith(this,arguments),this},fired:function(){return!!n}};return c},x.extend({Deferred:function(e){var t=[["resolve","done",x.Callbacks("once memory"),"resolved"],["reject","fail",x.Callbacks("once memory"),"rejected"],["notify","progress",x.Callbacks("memory")]],n="pending",r={state:function(){return n},always:function(){return i.done(arguments).fail(arguments),this},then:function(){var e=arguments;return x.Deferred(function(n){x.each(t,function(t,o){var s=o[0],a=x.isFunction(e[t])&&e[t];i[o[1]](function(){var e=a&&a.apply(this,arguments);e&&x.isFunction(e.promise)?e.promise().done(n.resolve).fail(n.reject).progress(n.notify):n[s+"With"](this===r?n.promise():this,a?[e]:arguments)})}),e=null}).promise()},promise:function(e){return null!=e?x.extend(e,r):r}},i={};return r.pipe=r.then,x.each(t,function(e,o){var s=o[2],a=o[3];r[o[1]]=s.add,a&&s.add(function(){n=a},t[1^e][2].disable,t[2][2].lock),i[o[0]]=function(){return i[o[0]+"With"](this===i?r:this,arguments),this},i[o[0]+"With"]=s.fireWith}),r.promise(i),e&&e.call(i,i),i},when:function(e){var t=0,n=d.call(arguments),r=n.length,i=1!==r||e&&x.isFunction(e.promise)?r:0,o=1===i?e:x.Deferred(),s=function(e,t,n){return function(r){t[e]=this,n[e]=arguments.length>1?d.call(arguments):r,n===a?o.notifyWith(t,n):--i||o.resolveWith(t,n)}},a,u,l;if(r>1)for(a=Array(r),u=Array(r),l=Array(r);r>t;t++)n[t]&&x.isFunction(n[t].promise)?n[t].promise().done(s(t,l,n)).fail(o.reject).progress(s(t,u,a)):--i;return i||o.resolveWith(l,n),o.promise()}}),x.support=function(t){var n=o.createElement("input"),r=o.createDocumentFragment(),i=o.createElement("div"),s=o.createElement("select"),a=s.appendChild(o.createElement("option"));return n.type?(n.type="checkbox",t.checkOn=""!==n.value,t.optSelected=a.selected,t.reliableMarginRight=!0,t.boxSizingReliable=!0,t.pixelPosition=!1,n.checked=!0,t.noCloneChecked=n.cloneNode(!0).checked,s.disabled=!0,t.optDisabled=!a.disabled,n=o.createElement("input"),n.value="t",n.type="radio",t.radioValue="t"===n.value,n.setAttribute("checked","t"),n.setAttribute("name","t"),r.appendChild(n),t.checkClone=r.cloneNode(!0).cloneNode(!0).lastChild.checked,t.focusinBubbles="onfocusin"in e,i.style.backgroundClip="content-box",i.cloneNode(!0).style.backgroundClip="",t.clearCloneStyle="content-box"===i.style.backgroundClip,x(function(){var n,r,s="padding:0;margin:0;border:0;display:block;-webkit-box-sizing:content-box;-moz-box-sizing:content-box;box-sizing:content-box",a=o.getElementsByTagName("body")[0];a&&(n=o.createElement("div"),n.style.cssText="border:0;width:0;height:0;position:absolute;top:0;left:-9999px;margin-top:1px",a.appendChild(n).appendChild(i),i.innerHTML="",i.style.cssText="-webkit-box-sizing:border-box;-moz-box-sizing:border-box;box-sizing:border-box;padding:1px;border:1px;display:block;width:4px;margin-top:1%;position:absolute;top:1%",x.swap(a,null!=a.style.zoom?{zoom:1}:{},function(){t.boxSizing=4===i.offsetWidth}),e.getComputedStyle&&(t.pixelPosition="1%"!==(e.getComputedStyle(i,null)||{}).top,t.boxSizingReliable="4px"===(e.getComputedStyle(i,null)||{width:"4px"}).width,r=i.appendChild(o.createElement("div")),r.style.cssText=i.style.cssText=s,r.style.marginRight=r.style.width="0",i.style.width="1px",t.reliableMarginRight=!parseFloat((e.getComputedStyle(r,null)||{}).marginRight)),a.removeChild(n))}),t):t}({});var L,q,H=/(?:\{[\s\S]*\}|\[[\s\S]*\])$/,O=/([A-Z])/g;function F(){Object.defineProperty(this.cache={},0,{get:function(){return{}}}),this.expando=x.expando+Math.random()}F.uid=1,F.accepts=function(e){return e.nodeType?1===e.nodeType||9===e.nodeType:!0},F.prototype={key:function(e){if(!F.accepts(e))return 0;var t={},n=e[this.expando];if(!n){n=F.uid++;try{t[this.expando]={value:n},Object.defineProperties(e,t)}catch(r){t[this.expando]=n,x.extend(e,t)}}return this.cache[n]||(this.cache[n]={}),n},set:function(e,t,n){var r,i=this.key(e),o=this.cache[i];if("string"==typeof t)o[t]=n;else if(x.isEmptyObject(o))this.cache[i]=t;else for(r in t)o[r]=t[r]},get:function(e,t){var n=this.cache[this.key(e)];return t===undefined?n:n[t]},access:function(e,t,n){return t===undefined||t&&"string"==typeof t&&n===undefined?this.get(e,t):(this.set(e,t,n),n!==undefined?n:t)},remove:function(e,t){var n,r,i=this.key(e),o=this.cache[i];if(t===undefined)this.cache[i]={};else{x.isArray(t)?r=t.concat(t.map(x.camelCase)):t in o?r=[t]:(r=x.camelCase(t),r=r in o?[r]:r.match(w)||[]),n=r.length;while(n--)delete o[r[n]]}},hasData:function(e){return!x.isEmptyObject(this.cache[e[this.expando]]||{})},discard:function(e){delete this.cache[this.key(e)]}},L=new F,q=new F,x.extend({acceptData:F.accepts,hasData:function(e){return L.hasData(e)||q.hasData(e)},data:function(e,t,n){return L.access(e,t,n)},removeData:function(e,t){L.remove(e,t)},_data:function(e,t,n){return q.access(e,t,n)},_removeData:function(e,t){q.remove(e,t)}}),x.fn.extend({data:function(e,t){var n,r,i=this[0],o=0,s=null;if(e===undefined){if(this.length&&(s=L.get(i),1===i.nodeType&&!q.get(i,"hasDataAttrs"))){for(n=i.attributes;n.length>o;o++)r=n[o].name,0===r.indexOf("data-")&&(r=x.camelCase(r.substring(5)),P(i,r,s[r]));q.set(i,"hasDataAttrs",!0)}return s}return"object"==typeof e?this.each(function(){L.set(this,e)}):x.access(this,function(t){var n,r=x.camelCase(e);if(i&&t===undefined){if(n=L.get(i,e),n!==undefined)return n;if(n=L.get(i,r),n!==undefined)return n;if(n=P(i,r,undefined),n!==undefined)return n}else this.each(function(){var n=L.get(this,r);L.set(this,r,t),-1!==e.indexOf("-")&&n!==undefined&&L.set(this,e,t)})},null,t,arguments.length>1,null,!0)},removeData:function(e){return this.each(function(){L.remove(this,e)})}});function P(e,t,n){var r;if(n===undefined&&1===e.nodeType)if(r="data-"+t.replace(O,"-$1").toLowerCase(),n=e.getAttribute(r),"string"==typeof n){try{n="true"===n?!0:"false"===n?!1:"null"===n?null:+n+""===n?+n:H.test(n)?JSON.parse(n):n}catch(i){}L.set(e,t,n)}else n=undefined;return n}x.extend({queue:function(e,t,n){var r;return e?(t=(t||"fx")+"queue",r=q.get(e,t),n&&(!r||x.isArray(n)?r=q.access(e,t,x.makeArray(n)):r.push(n)),r||[]):undefined},dequeue:function(e,t){t=t||"fx";var n=x.queue(e,t),r=n.length,i=n.shift(),o=x._queueHooks(e,t),s=function(){x.dequeue(e,t)};"inprogress"===i&&(i=n.shift(),r--),o.cur=i,i&&("fx"===t&&n.unshift("inprogress"),delete o.stop,i.call(e,s,o)),!r&&o&&o.empty.fire()},_queueHooks:function(e,t){var n=t+"queueHooks";return q.get(e,n)||q.access(e,n,{empty:x.Callbacks("once memory").add(function(){q.remove(e,[t+"queue",n])})})}}),x.fn.extend({queue:function(e,t){var n=2;return"string"!=typeof e&&(t=e,e="fx",n--),n>arguments.length?x.queue(this[0],e):t===undefined?this:this.each(function(){var n=x.queue(this,e,t);
x._queueHooks(this,e),"fx"===e&&"inprogress"!==n[0]&&x.dequeue(this,e)})},dequeue:function(e){return this.each(function(){x.dequeue(this,e)})},delay:function(e,t){return e=x.fx?x.fx.speeds[e]||e:e,t=t||"fx",this.queue(t,function(t,n){var r=setTimeout(t,e);n.stop=function(){clearTimeout(r)}})},clearQueue:function(e){return this.queue(e||"fx",[])},promise:function(e,t){var n,r=1,i=x.Deferred(),o=this,s=this.length,a=function(){--r||i.resolveWith(o,[o])};"string"!=typeof e&&(t=e,e=undefined),e=e||"fx";while(s--)n=q.get(o[s],e+"queueHooks"),n&&n.empty&&(r++,n.empty.add(a));return a(),i.promise(t)}});var R,M,W=/[\t\r\n]/g,$=/\r/g,B=/^(?:input|select|textarea|button)$/i;x.fn.extend({attr:function(e,t){return x.access(this,x.attr,e,t,arguments.length>1)},removeAttr:function(e){return this.each(function(){x.removeAttr(this,e)})},prop:function(e,t){return x.access(this,x.prop,e,t,arguments.length>1)},removeProp:function(e){return this.each(function(){delete this[x.propFix[e]||e]})},addClass:function(e){var t,n,r,i,o,s=0,a=this.length,u="string"==typeof e&&e;if(x.isFunction(e))return this.each(function(t){x(this).addClass(e.call(this,t,this.className))});if(u)for(t=(e||"").match(w)||[];a>s;s++)if(n=this[s],r=1===n.nodeType&&(n.className?(" "+n.className+" ").replace(W," "):" ")){o=0;while(i=t[o++])0>r.indexOf(" "+i+" ")&&(r+=i+" ");n.className=x.trim(r)}return this},removeClass:function(e){var t,n,r,i,o,s=0,a=this.length,u=0===arguments.length||"string"==typeof e&&e;if(x.isFunction(e))return this.each(function(t){x(this).removeClass(e.call(this,t,this.className))});if(u)for(t=(e||"").match(w)||[];a>s;s++)if(n=this[s],r=1===n.nodeType&&(n.className?(" "+n.className+" ").replace(W," "):"")){o=0;while(i=t[o++])while(r.indexOf(" "+i+" ")>=0)r=r.replace(" "+i+" "," ");n.className=e?x.trim(r):""}return this},toggleClass:function(e,t){var n=typeof e,i="boolean"==typeof t;return x.isFunction(e)?this.each(function(n){x(this).toggleClass(e.call(this,n,this.className,t),t)}):this.each(function(){if("string"===n){var o,s=0,a=x(this),u=t,l=e.match(w)||[];while(o=l[s++])u=i?u:!a.hasClass(o),a[u?"addClass":"removeClass"](o)}else(n===r||"boolean"===n)&&(this.className&&q.set(this,"__className__",this.className),this.className=this.className||e===!1?"":q.get(this,"__className__")||"")})},hasClass:function(e){var t=" "+e+" ",n=0,r=this.length;for(;r>n;n++)if(1===this[n].nodeType&&(" "+this[n].className+" ").replace(W," ").indexOf(t)>=0)return!0;return!1},val:function(e){var t,n,r,i=this[0];{if(arguments.length)return r=x.isFunction(e),this.each(function(n){var i,o=x(this);1===this.nodeType&&(i=r?e.call(this,n,o.val()):e,null==i?i="":"number"==typeof i?i+="":x.isArray(i)&&(i=x.map(i,function(e){return null==e?"":e+""})),t=x.valHooks[this.type]||x.valHooks[this.nodeName.toLowerCase()],t&&"set"in t&&t.set(this,i,"value")!==undefined||(this.value=i))});if(i)return t=x.valHooks[i.type]||x.valHooks[i.nodeName.toLowerCase()],t&&"get"in t&&(n=t.get(i,"value"))!==undefined?n:(n=i.value,"string"==typeof n?n.replace($,""):null==n?"":n)}}}),x.extend({valHooks:{option:{get:function(e){var t=e.attributes.value;return!t||t.specified?e.value:e.text}},select:{get:function(e){var t,n,r=e.options,i=e.selectedIndex,o="select-one"===e.type||0>i,s=o?null:[],a=o?i+1:r.length,u=0>i?a:o?i:0;for(;a>u;u++)if(n=r[u],!(!n.selected&&u!==i||(x.support.optDisabled?n.disabled:null!==n.getAttribute("disabled"))||n.parentNode.disabled&&x.nodeName(n.parentNode,"optgroup"))){if(t=x(n).val(),o)return t;s.push(t)}return s},set:function(e,t){var n,r,i=e.options,o=x.makeArray(t),s=i.length;while(s--)r=i[s],(r.selected=x.inArray(x(r).val(),o)>=0)&&(n=!0);return n||(e.selectedIndex=-1),o}}},attr:function(e,t,n){var i,o,s=e.nodeType;if(e&&3!==s&&8!==s&&2!==s)return typeof e.getAttribute===r?x.prop(e,t,n):(1===s&&x.isXMLDoc(e)||(t=t.toLowerCase(),i=x.attrHooks[t]||(x.expr.match.boolean.test(t)?M:R)),n===undefined?i&&"get"in i&&null!==(o=i.get(e,t))?o:(o=x.find.attr(e,t),null==o?undefined:o):null!==n?i&&"set"in i&&(o=i.set(e,n,t))!==undefined?o:(e.setAttribute(t,n+""),n):(x.removeAttr(e,t),undefined))},removeAttr:function(e,t){var n,r,i=0,o=t&&t.match(w);if(o&&1===e.nodeType)while(n=o[i++])r=x.propFix[n]||n,x.expr.match.boolean.test(n)&&(e[r]=!1),e.removeAttribute(n)},attrHooks:{type:{set:function(e,t){if(!x.support.radioValue&&"radio"===t&&x.nodeName(e,"input")){var n=e.value;return e.setAttribute("type",t),n&&(e.value=n),t}}}},propFix:{"for":"htmlFor","class":"className"},prop:function(e,t,n){var r,i,o,s=e.nodeType;if(e&&3!==s&&8!==s&&2!==s)return o=1!==s||!x.isXMLDoc(e),o&&(t=x.propFix[t]||t,i=x.propHooks[t]),n!==undefined?i&&"set"in i&&(r=i.set(e,n,t))!==undefined?r:e[t]=n:i&&"get"in i&&null!==(r=i.get(e,t))?r:e[t]},propHooks:{tabIndex:{get:function(e){return e.hasAttribute("tabindex")||B.test(e.nodeName)||e.href?e.tabIndex:-1}}}}),M={set:function(e,t,n){return t===!1?x.removeAttr(e,n):e.setAttribute(n,n),n}},x.each(x.expr.match.boolean.source.match(/\w+/g),function(e,t){var n=x.expr.attrHandle[t]||x.find.attr;x.expr.attrHandle[t]=function(e,t,r){var i=x.expr.attrHandle[t],o=r?undefined:(x.expr.attrHandle[t]=undefined)!=n(e,t,r)?t.toLowerCase():null;return x.expr.attrHandle[t]=i,o}}),x.support.optSelected||(x.propHooks.selected={get:function(e){var t=e.parentNode;return t&&t.parentNode&&t.parentNode.selectedIndex,null}}),x.each(["tabIndex","readOnly","maxLength","cellSpacing","cellPadding","rowSpan","colSpan","useMap","frameBorder","contentEditable"],function(){x.propFix[this.toLowerCase()]=this}),x.each(["radio","checkbox"],function(){x.valHooks[this]={set:function(e,t){return x.isArray(t)?e.checked=x.inArray(x(e).val(),t)>=0:undefined}},x.support.checkOn||(x.valHooks[this].get=function(e){return null===e.getAttribute("value")?"on":e.value})});var I=/^key/,z=/^(?:mouse|contextmenu)|click/,_=/^(?:focusinfocus|focusoutblur)$/,X=/^([^.]*)(?:\.(.+)|)$/;function U(){return!0}function Y(){return!1}function V(){try{return o.activeElement}catch(e){}}x.event={global:{},add:function(e,t,n,i,o){var s,a,u,l,c,f,p,h,d,g,m,y=q.get(e);if(y){n.handler&&(s=n,n=s.handler,o=s.selector),n.guid||(n.guid=x.guid++),(l=y.events)||(l=y.events={}),(a=y.handle)||(a=y.handle=function(e){return typeof x===r||e&&x.event.triggered===e.type?undefined:x.event.dispatch.apply(a.elem,arguments)},a.elem=e),t=(t||"").match(w)||[""],c=t.length;while(c--)u=X.exec(t[c])||[],d=m=u[1],g=(u[2]||"").split(".").sort(),d&&(p=x.event.special[d]||{},d=(o?p.delegateType:p.bindType)||d,p=x.event.special[d]||{},f=x.extend({type:d,origType:m,data:i,handler:n,guid:n.guid,selector:o,needsContext:o&&x.expr.match.needsContext.test(o),namespace:g.join(".")},s),(h=l[d])||(h=l[d]=[],h.delegateCount=0,p.setup&&p.setup.call(e,i,g,a)!==!1||e.addEventListener&&e.addEventListener(d,a,!1)),p.add&&(p.add.call(e,f),f.handler.guid||(f.handler.guid=n.guid)),o?h.splice(h.delegateCount++,0,f):h.push(f),x.event.global[d]=!0);e=null}},remove:function(e,t,n,r,i){var o,s,a,u,l,c,f,p,h,d,g,m=q.hasData(e)&&q.get(e);if(m&&(u=m.events)){t=(t||"").match(w)||[""],l=t.length;while(l--)if(a=X.exec(t[l])||[],h=g=a[1],d=(a[2]||"").split(".").sort(),h){f=x.event.special[h]||{},h=(r?f.delegateType:f.bindType)||h,p=u[h]||[],a=a[2]&&RegExp("(^|\\.)"+d.join("\\.(?:.*\\.|)")+"(\\.|$)"),s=o=p.length;while(o--)c=p[o],!i&&g!==c.origType||n&&n.guid!==c.guid||a&&!a.test(c.namespace)||r&&r!==c.selector&&("**"!==r||!c.selector)||(p.splice(o,1),c.selector&&p.delegateCount--,f.remove&&f.remove.call(e,c));s&&!p.length&&(f.teardown&&f.teardown.call(e,d,m.handle)!==!1||x.removeEvent(e,h,m.handle),delete u[h])}else for(h in u)x.event.remove(e,h+t[l],n,r,!0);x.isEmptyObject(u)&&(delete m.handle,q.remove(e,"events"))}},trigger:function(t,n,r,i){var s,a,u,l,c,f,p,h=[r||o],d=y.call(t,"type")?t.type:t,g=y.call(t,"namespace")?t.namespace.split("."):[];if(a=u=r=r||o,3!==r.nodeType&&8!==r.nodeType&&!_.test(d+x.event.triggered)&&(d.indexOf(".")>=0&&(g=d.split("."),d=g.shift(),g.sort()),c=0>d.indexOf(":")&&"on"+d,t=t[x.expando]?t:new x.Event(d,"object"==typeof t&&t),t.isTrigger=i?2:3,t.namespace=g.join("."),t.namespace_re=t.namespace?RegExp("(^|\\.)"+g.join("\\.(?:.*\\.|)")+"(\\.|$)"):null,t.result=undefined,t.target||(t.target=r),n=null==n?[t]:x.makeArray(n,[t]),p=x.event.special[d]||{},i||!p.trigger||p.trigger.apply(r,n)!==!1)){if(!i&&!p.noBubble&&!x.isWindow(r)){for(l=p.delegateType||d,_.test(l+d)||(a=a.parentNode);a;a=a.parentNode)h.push(a),u=a;u===(r.ownerDocument||o)&&h.push(u.defaultView||u.parentWindow||e)}s=0;while((a=h[s++])&&!t.isPropagationStopped())t.type=s>1?l:p.bindType||d,f=(q.get(a,"events")||{})[t.type]&&q.get(a,"handle"),f&&f.apply(a,n),f=c&&a[c],f&&x.acceptData(a)&&f.apply&&f.apply(a,n)===!1&&t.preventDefault();return t.type=d,i||t.isDefaultPrevented()||p._default&&p._default.apply(h.pop(),n)!==!1||!x.acceptData(r)||c&&x.isFunction(r[d])&&!x.isWindow(r)&&(u=r[c],u&&(r[c]=null),x.event.triggered=d,r[d](),x.event.triggered=undefined,u&&(r[c]=u)),t.result}},dispatch:function(e){e=x.event.fix(e);var t,n,r,i,o,s=[],a=d.call(arguments),u=(q.get(this,"events")||{})[e.type]||[],l=x.event.special[e.type]||{};if(a[0]=e,e.delegateTarget=this,!l.preDispatch||l.preDispatch.call(this,e)!==!1){s=x.event.handlers.call(this,e,u),t=0;while((i=s[t++])&&!e.isPropagationStopped()){e.currentTarget=i.elem,n=0;while((o=i.handlers[n++])&&!e.isImmediatePropagationStopped())(!e.namespace_re||e.namespace_re.test(o.namespace))&&(e.handleObj=o,e.data=o.data,r=((x.event.special[o.origType]||{}).handle||o.handler).apply(i.elem,a),r!==undefined&&(e.result=r)===!1&&(e.preventDefault(),e.stopPropagation()))}return l.postDispatch&&l.postDispatch.call(this,e),e.result}},handlers:function(e,t){var n,r,i,o,s=[],a=t.delegateCount,u=e.target;if(a&&u.nodeType&&(!e.button||"click"!==e.type))for(;u!==this;u=u.parentNode||this)if(u.disabled!==!0||"click"!==e.type){for(r=[],n=0;a>n;n++)o=t[n],i=o.selector+" ",r[i]===undefined&&(r[i]=o.needsContext?x(i,this).index(u)>=0:x.find(i,this,null,[u]).length),r[i]&&r.push(o);r.length&&s.push({elem:u,handlers:r})}return t.length>a&&s.push({elem:this,handlers:t.slice(a)}),s},props:"altKey bubbles cancelable ctrlKey currentTarget eventPhase metaKey relatedTarget shiftKey target timeStamp view which".split(" "),fixHooks:{},keyHooks:{props:"char charCode key keyCode".split(" "),filter:function(e,t){return null==e.which&&(e.which=null!=t.charCode?t.charCode:t.keyCode),e}},mouseHooks:{props:"button buttons clientX clientY offsetX offsetY pageX pageY screenX screenY toElement".split(" "),filter:function(e,t){var n,r,i,s=t.button;return null==e.pageX&&null!=t.clientX&&(n=e.target.ownerDocument||o,r=n.documentElement,i=n.body,e.pageX=t.clientX+(r&&r.scrollLeft||i&&i.scrollLeft||0)-(r&&r.clientLeft||i&&i.clientLeft||0),e.pageY=t.clientY+(r&&r.scrollTop||i&&i.scrollTop||0)-(r&&r.clientTop||i&&i.clientTop||0)),e.which||s===undefined||(e.which=1&s?1:2&s?3:4&s?2:0),e}},fix:function(e){if(e[x.expando])return e;var t,n,r,i=e.type,o=e,s=this.fixHooks[i];s||(this.fixHooks[i]=s=z.test(i)?this.mouseHooks:I.test(i)?this.keyHooks:{}),r=s.props?this.props.concat(s.props):this.props,e=new x.Event(o),t=r.length;while(t--)n=r[t],e[n]=o[n];return 3===e.target.nodeType&&(e.target=e.target.parentNode),s.filter?s.filter(e,o):e},special:{load:{noBubble:!0},focus:{trigger:function(){return this!==V()&&this.focus?(this.focus(),!1):undefined},delegateType:"focusin"},blur:{trigger:function(){return this===V()&&this.blur?(this.blur(),!1):undefined},delegateType:"focusout"},click:{trigger:function(){return"checkbox"===this.type&&this.click&&x.nodeName(this,"input")?(this.click(),!1):undefined},_default:function(e){return x.nodeName(e.target,"a")}},beforeunload:{postDispatch:function(e){e.result!==undefined&&(e.originalEvent.returnValue=e.result)}}},simulate:function(e,t,n,r){var i=x.extend(new x.Event,n,{type:e,isSimulated:!0,originalEvent:{}});r?x.event.trigger(i,null,t):x.event.dispatch.call(t,i),i.isDefaultPrevented()&&n.preventDefault()}},x.removeEvent=function(e,t,n){e.removeEventListener&&e.removeEventListener(t,n,!1)},x.Event=function(e,t){return this instanceof x.Event?(e&&e.type?(this.originalEvent=e,this.type=e.type,this.isDefaultPrevented=e.defaultPrevented||e.getPreventDefault&&e.getPreventDefault()?U:Y):this.type=e,t&&x.extend(this,t),this.timeStamp=e&&e.timeStamp||x.now(),this[x.expando]=!0,undefined):new x.Event(e,t)},x.Event.prototype={isDefaultPrevented:Y,isPropagationStopped:Y,isImmediatePropagationStopped:Y,preventDefault:function(){var e=this.originalEvent;this.isDefaultPrevented=U,e&&e.preventDefault&&e.preventDefault()},stopPropagation:function(){var e=this.originalEvent;this.isPropagationStopped=U,e&&e.stopPropagation&&e.stopPropagation()},stopImmediatePropagation:function(){this.isImmediatePropagationStopped=U,this.stopPropagation()}},x.each({mouseenter:"mouseover",mouseleave:"mouseout"},function(e,t){x.event.special[e]={delegateType:t,bindType:t,handle:function(e){var n,r=this,i=e.relatedTarget,o=e.handleObj;return(!i||i!==r&&!x.contains(r,i))&&(e.type=o.origType,n=o.handler.apply(this,arguments),e.type=t),n}}}),x.support.focusinBubbles||x.each({focus:"focusin",blur:"focusout"},function(e,t){var n=0,r=function(e){x.event.simulate(t,e.target,x.event.fix(e),!0)};x.event.special[t]={setup:function(){0===n++&&o.addEventListener(e,r,!0)},teardown:function(){0===--n&&o.removeEventListener(e,r,!0)}}}),x.fn.extend({on:function(e,t,n,r,i){var o,s;if("object"==typeof e){"string"!=typeof t&&(n=n||t,t=undefined);for(s in e)this.on(s,t,n,e[s],i);return this}if(null==n&&null==r?(r=t,n=t=undefined):null==r&&("string"==typeof t?(r=n,n=undefined):(r=n,n=t,t=undefined)),r===!1)r=Y;else if(!r)return this;return 1===i&&(o=r,r=function(e){return x().off(e),o.apply(this,arguments)},r.guid=o.guid||(o.guid=x.guid++)),this.each(function(){x.event.add(this,e,r,n,t)})},one:function(e,t,n,r){return this.on(e,t,n,r,1)},off:function(e,t,n){var r,i;if(e&&e.preventDefault&&e.handleObj)return r=e.handleObj,x(e.delegateTarget).off(r.namespace?r.origType+"."+r.namespace:r.origType,r.selector,r.handler),this;if("object"==typeof e){for(i in e)this.off(i,t,e[i]);return this}return(t===!1||"function"==typeof t)&&(n=t,t=undefined),n===!1&&(n=Y),this.each(function(){x.event.remove(this,e,n,t)})},trigger:function(e,t){return this.each(function(){x.event.trigger(e,t,this)})},triggerHandler:function(e,t){var n=this[0];return n?x.event.trigger(e,t,n,!0):undefined}});var G=/^.[^:#\[\.,]*$/,J=x.expr.match.needsContext,Q={children:!0,contents:!0,next:!0,prev:!0};x.fn.extend({find:function(e){var t,n,r,i=this.length;if("string"!=typeof e)return t=this,this.pushStack(x(e).filter(function(){for(r=0;i>r;r++)if(x.contains(t[r],this))return!0}));for(n=[],r=0;i>r;r++)x.find(e,this[r],n);return n=this.pushStack(i>1?x.unique(n):n),n.selector=(this.selector?this.selector+" ":"")+e,n},has:function(e){var t=x(e,this),n=t.length;return this.filter(function(){var e=0;for(;n>e;e++)if(x.contains(this,t[e]))return!0})},not:function(e){return this.pushStack(Z(this,e||[],!0))},filter:function(e){return this.pushStack(Z(this,e||[],!1))},is:function(e){return!!e&&("string"==typeof e?J.test(e)?x(e,this.context).index(this[0])>=0:x.filter(e,this).length>0:this.filter(e).length>0)},closest:function(e,t){var n,r=0,i=this.length,o=[],s=J.test(e)||"string"!=typeof e?x(e,t||this.context):0;for(;i>r;r++)for(n=this[r];n&&n!==t;n=n.parentNode)if(11>n.nodeType&&(s?s.index(n)>-1:1===n.nodeType&&x.find.matchesSelector(n,e))){n=o.push(n);break}return this.pushStack(o.length>1?x.unique(o):o)},index:function(e){return e?"string"==typeof e?g.call(x(e),this[0]):g.call(this,e.jquery?e[0]:e):this[0]&&this[0].parentNode?this.first().prevAll().length:-1},add:function(e,t){var n="string"==typeof e?x(e,t):x.makeArray(e&&e.nodeType?[e]:e),r=x.merge(this.get(),n);return this.pushStack(x.unique(r))},addBack:function(e){return this.add(null==e?this.prevObject:this.prevObject.filter(e))}});function K(e,t){while((e=e[t])&&1!==e.nodeType);return e}x.each({parent:function(e){var t=e.parentNode;return t&&11!==t.nodeType?t:null},parents:function(e){return x.dir(e,"parentNode")},parentsUntil:function(e,t,n){return x.dir(e,"parentNode",n)},next:function(e){return K(e,"nextSibling")},prev:function(e){return K(e,"previousSibling")},nextAll:function(e){return x.dir(e,"nextSibling")},prevAll:function(e){return x.dir(e,"previousSibling")},nextUntil:function(e,t,n){return x.dir(e,"nextSibling",n)},prevUntil:function(e,t,n){return x.dir(e,"previousSibling",n)},siblings:function(e){return x.sibling((e.parentNode||{}).firstChild,e)},children:function(e){return x.sibling(e.firstChild)},contents:function(e){return x.nodeName(e,"iframe")?e.contentDocument||e.contentWindow.document:x.merge([],e.childNodes)}},function(e,t){x.fn[e]=function(n,r){var i=x.map(this,t,n);return"Until"!==e.slice(-5)&&(r=n),r&&"string"==typeof r&&(i=x.filter(r,i)),this.length>1&&(Q[e]||x.unique(i),"p"===e[0]&&i.reverse()),this.pushStack(i)}}),x.extend({filter:function(e,t,n){var r=t[0];return n&&(e=":not("+e+")"),1===t.length&&1===r.nodeType?x.find.matchesSelector(r,e)?[r]:[]:x.find.matches(e,x.grep(t,function(e){return 1===e.nodeType}))},dir:function(e,t,n){var r=[],i=n!==undefined;while((e=e[t])&&9!==e.nodeType)if(1===e.nodeType){if(i&&x(e).is(n))break;r.push(e)}return r},sibling:function(e,t){var n=[];for(;e;e=e.nextSibling)1===e.nodeType&&e!==t&&n.push(e);return n}});function Z(e,t,n){if(x.isFunction(t))return x.grep(e,function(e,r){return!!t.call(e,r,e)!==n});if(t.nodeType)return x.grep(e,function(e){return e===t!==n});if("string"==typeof t){if(G.test(t))return x.filter(t,e,n);t=x.filter(t,e)}return x.grep(e,function(e){return g.call(t,e)>=0!==n})}var et=/<(?!area|br|col|embed|hr|img|input|link|meta|param)(([\w:]+)[^>]*)\/>/gi,tt=/<([\w:]+)/,nt=/<|&#?\w+;/,rt=/<(?:script|style|link)/i,it=/^(?:checkbox|radio)$/i,ot=/checked\s*(?:[^=]|=\s*.checked.)/i,st=/^$|\/(?:java|ecma)script/i,at=/^true\/(.*)/,ut=/^\s*<!(?:\[CDATA\[|--)|(?:\]\]|--)>\s*$/g,lt={option:[1,"<select multiple='multiple'>","</select>"],thead:[1,"<table>","</table>"],tr:[2,"<table><tbody>","</tbody></table>"],td:[3,"<table><tbody><tr>","</tr></tbody></table>"],_default:[0,"",""]};lt.optgroup=lt.option,lt.tbody=lt.tfoot=lt.colgroup=lt.caption=lt.col=lt.thead,lt.th=lt.td,x.fn.extend({text:function(e){return x.access(this,function(e){return e===undefined?x.text(this):this.empty().append((this[0]&&this[0].ownerDocument||o).createTextNode(e))},null,e,arguments.length)},append:function(){return this.domManip(arguments,function(e){if(1===this.nodeType||11===this.nodeType||9===this.nodeType){var t=ct(this,e);t.appendChild(e)}})},prepend:function(){return this.domManip(arguments,function(e){if(1===this.nodeType||11===this.nodeType||9===this.nodeType){var t=ct(this,e);t.insertBefore(e,t.firstChild)}})},before:function(){return this.domManip(arguments,function(e){this.parentNode&&this.parentNode.insertBefore(e,this)})},after:function(){return this.domManip(arguments,function(e){this.parentNode&&this.parentNode.insertBefore(e,this.nextSibling)})},remove:function(e,t){var n,r=e?x.filter(e,this):this,i=0;for(;null!=(n=r[i]);i++)t||1!==n.nodeType||x.cleanData(gt(n)),n.parentNode&&(t&&x.contains(n.ownerDocument,n)&&ht(gt(n,"script")),n.parentNode.removeChild(n));return this},empty:function(){var e,t=0;for(;null!=(e=this[t]);t++)1===e.nodeType&&(x.cleanData(gt(e,!1)),e.textContent="");return this},clone:function(e,t){return e=null==e?!1:e,t=null==t?e:t,this.map(function(){return x.clone(this,e,t)})},html:function(e){return x.access(this,function(e){var t=this[0]||{},n=0,r=this.length;if(e===undefined&&1===t.nodeType)return t.innerHTML;if("string"==typeof e&&!rt.test(e)&&!lt[(tt.exec(e)||["",""])[1].toLowerCase()]){e=e.replace(et,"<$1></$2>");try{for(;r>n;n++)t=this[n]||{},1===t.nodeType&&(x.cleanData(gt(t,!1)),t.innerHTML=e);t=0}catch(i){}}t&&this.empty().append(e)},null,e,arguments.length)},replaceWith:function(){var e=x.map(this,function(e){return[e.nextSibling,e.parentNode]}),t=0;return this.domManip(arguments,function(n){var r=e[t++],i=e[t++];i&&(x(this).remove(),i.insertBefore(n,r))},!0),t?this:this.remove()},detach:function(e){return this.remove(e,!0)},domManip:function(e,t,n){e=p.apply([],e);var r,i,o,s,a,u,l=0,c=this.length,f=this,h=c-1,d=e[0],g=x.isFunction(d);if(g||!(1>=c||"string"!=typeof d||x.support.checkClone)&&ot.test(d))return this.each(function(r){var i=f.eq(r);g&&(e[0]=d.call(this,r,i.html())),i.domManip(e,t,n)});if(c&&(r=x.buildFragment(e,this[0].ownerDocument,!1,!n&&this),i=r.firstChild,1===r.childNodes.length&&(r=i),i)){for(o=x.map(gt(r,"script"),ft),s=o.length;c>l;l++)a=r,l!==h&&(a=x.clone(a,!0,!0),s&&x.merge(o,gt(a,"script"))),t.call(this[l],a,l);if(s)for(u=o[o.length-1].ownerDocument,x.map(o,pt),l=0;s>l;l++)a=o[l],st.test(a.type||"")&&!q.access(a,"globalEval")&&x.contains(u,a)&&(a.src?x._evalUrl(a.src):x.globalEval(a.textContent.replace(ut,"")))}return this}}),x.each({appendTo:"append",prependTo:"prepend",insertBefore:"before",insertAfter:"after",replaceAll:"replaceWith"},function(e,t){x.fn[e]=function(e){var n,r=[],i=x(e),o=i.length-1,s=0;for(;o>=s;s++)n=s===o?this:this.clone(!0),x(i[s])[t](n),h.apply(r,n.get());return this.pushStack(r)}}),x.extend({clone:function(e,t,n){var r,i,o,s,a=e.cloneNode(!0),u=x.contains(e.ownerDocument,e);if(!(x.support.noCloneChecked||1!==e.nodeType&&11!==e.nodeType||x.isXMLDoc(e)))for(s=gt(a),o=gt(e),r=0,i=o.length;i>r;r++)mt(o[r],s[r]);if(t)if(n)for(o=o||gt(e),s=s||gt(a),r=0,i=o.length;i>r;r++)dt(o[r],s[r]);else dt(e,a);return s=gt(a,"script"),s.length>0&&ht(s,!u&&gt(e,"script")),a},buildFragment:function(e,t,n,r){var i,o,s,a,u,l,c=0,f=e.length,p=t.createDocumentFragment(),h=[];for(;f>c;c++)if(i=e[c],i||0===i)if("object"===x.type(i))x.merge(h,i.nodeType?[i]:i);else if(nt.test(i)){o=o||p.appendChild(t.createElement("div")),s=(tt.exec(i)||["",""])[1].toLowerCase(),a=lt[s]||lt._default,o.innerHTML=a[1]+i.replace(et,"<$1></$2>")+a[2],l=a[0];while(l--)o=o.firstChild;x.merge(h,o.childNodes),o=p.firstChild,o.textContent=""}else h.push(t.createTextNode(i));p.textContent="",c=0;while(i=h[c++])if((!r||-1===x.inArray(i,r))&&(u=x.contains(i.ownerDocument,i),o=gt(p.appendChild(i),"script"),u&&ht(o),n)){l=0;while(i=o[l++])st.test(i.type||"")&&n.push(i)}return p},cleanData:function(e){var t,n,r,i=e.length,o=0,s=x.event.special;for(;i>o;o++){if(n=e[o],x.acceptData(n)&&(t=q.access(n)))for(r in t.events)s[r]?x.event.remove(n,r):x.removeEvent(n,r,t.handle);L.discard(n),q.discard(n)}},_evalUrl:function(e){return x.ajax({url:e,type:"GET",dataType:"text",async:!1,global:!1,success:x.globalEval})}});function ct(e,t){return x.nodeName(e,"table")&&x.nodeName(1===t.nodeType?t:t.firstChild,"tr")?e.getElementsByTagName("tbody")[0]||e.appendChild(e.ownerDocument.createElement("tbody")):e}function ft(e){return e.type=(null!==e.getAttribute("type"))+"/"+e.type,e}function pt(e){var t=at.exec(e.type);return t?e.type=t[1]:e.removeAttribute("type"),e}function ht(e,t){var n=e.length,r=0;for(;n>r;r++)q.set(e[r],"globalEval",!t||q.get(t[r],"globalEval"))}function dt(e,t){var n,r,i,o,s,a,u,l;if(1===t.nodeType){if(q.hasData(e)&&(o=q.access(e),s=x.extend({},o),l=o.events,q.set(t,s),l)){delete s.handle,s.events={};for(i in l)for(n=0,r=l[i].length;r>n;n++)x.event.add(t,i,l[i][n])}L.hasData(e)&&(a=L.access(e),u=x.extend({},a),L.set(t,u))}}function gt(e,t){var n=e.getElementsByTagName?e.getElementsByTagName(t||"*"):e.querySelectorAll?e.querySelectorAll(t||"*"):[];return t===undefined||t&&x.nodeName(e,t)?x.merge([e],n):n}function mt(e,t){var n=t.nodeName.toLowerCase();"input"===n&&it.test(e.type)?t.checked=e.checked:("input"===n||"textarea"===n)&&(t.defaultValue=e.defaultValue)}x.fn.extend({wrapAll:function(e){var t;return x.isFunction(e)?this.each(function(t){x(this).wrapAll(e.call(this,t))}):(this[0]&&(t=x(e,this[0].ownerDocument).eq(0).clone(!0),this[0].parentNode&&t.insertBefore(this[0]),t.map(function(){var e=this;while(e.firstElementChild)e=e.firstElementChild;return e}).append(this)),this)},wrapInner:function(e){return x.isFunction(e)?this.each(function(t){x(this).wrapInner(e.call(this,t))}):this.each(function(){var t=x(this),n=t.contents();n.length?n.wrapAll(e):t.append(e)})},wrap:function(e){var t=x.isFunction(e);return this.each(function(n){x(this).wrapAll(t?e.call(this,n):e)})},unwrap:function(){return this.parent().each(function(){x.nodeName(this,"body")||x(this).replaceWith(this.childNodes)}).end()}});var yt,vt,xt=/^(none|table(?!-c[ea]).+)/,bt=/^margin/,wt=RegExp("^("+b+")(.*)$","i"),Tt=RegExp("^("+b+")(?!px)[a-z%]+$","i"),Ct=RegExp("^([+-])=("+b+")","i"),kt={BODY:"block"},Nt={position:"absolute",visibility:"hidden",display:"block"},Et={letterSpacing:0,fontWeight:400},St=["Top","Right","Bottom","Left"],jt=["Webkit","O","Moz","ms"];function Dt(e,t){if(t in e)return t;var n=t.charAt(0).toUpperCase()+t.slice(1),r=t,i=jt.length;while(i--)if(t=jt[i]+n,t in e)return t;return r}function At(e,t){return e=t||e,"none"===x.css(e,"display")||!x.contains(e.ownerDocument,e)}function Lt(t){return e.getComputedStyle(t,null)}function qt(e,t){var n,r,i,o=[],s=0,a=e.length;for(;a>s;s++)r=e[s],r.style&&(o[s]=q.get(r,"olddisplay"),n=r.style.display,t?(o[s]||"none"!==n||(r.style.display=""),""===r.style.display&&At(r)&&(o[s]=q.access(r,"olddisplay",Pt(r.nodeName)))):o[s]||(i=At(r),(n&&"none"!==n||!i)&&q.set(r,"olddisplay",i?n:x.css(r,"display"))));for(s=0;a>s;s++)r=e[s],r.style&&(t&&"none"!==r.style.display&&""!==r.style.display||(r.style.display=t?o[s]||"":"none"));return e}x.fn.extend({css:function(e,t){return x.access(this,function(e,t,n){var r,i,o={},s=0;if(x.isArray(t)){for(r=Lt(e),i=t.length;i>s;s++)o[t[s]]=x.css(e,t[s],!1,r);return o}return n!==undefined?x.style(e,t,n):x.css(e,t)},e,t,arguments.length>1)},show:function(){return qt(this,!0)},hide:function(){return qt(this)},toggle:function(e){var t="boolean"==typeof e;return this.each(function(){(t?e:At(this))?x(this).show():x(this).hide()})}}),x.extend({cssHooks:{opacity:{get:function(e,t){if(t){var n=yt(e,"opacity");return""===n?"1":n}}}},cssNumber:{columnCount:!0,fillOpacity:!0,fontWeight:!0,lineHeight:!0,opacity:!0,orphans:!0,widows:!0,zIndex:!0,zoom:!0},cssProps:{"float":"cssFloat"},style:function(e,t,n,r){if(e&&3!==e.nodeType&&8!==e.nodeType&&e.style){var i,o,s,a=x.camelCase(t),u=e.style;return t=x.cssProps[a]||(x.cssProps[a]=Dt(u,a)),s=x.cssHooks[t]||x.cssHooks[a],n===undefined?s&&"get"in s&&(i=s.get(e,!1,r))!==undefined?i:u[t]:(o=typeof n,"string"===o&&(i=Ct.exec(n))&&(n=(i[1]+1)*i[2]+parseFloat(x.css(e,t)),o="number"),null==n||"number"===o&&isNaN(n)||("number"!==o||x.cssNumber[a]||(n+="px"),x.support.clearCloneStyle||""!==n||0!==t.indexOf("background")||(u[t]="inherit"),s&&"set"in s&&(n=s.set(e,n,r))===undefined||(u[t]=n)),undefined)}},css:function(e,t,n,r){var i,o,s,a=x.camelCase(t);return t=x.cssProps[a]||(x.cssProps[a]=Dt(e.style,a)),s=x.cssHooks[t]||x.cssHooks[a],s&&"get"in s&&(i=s.get(e,!0,n)),i===undefined&&(i=yt(e,t,r)),"normal"===i&&t in Et&&(i=Et[t]),""===n||n?(o=parseFloat(i),n===!0||x.isNumeric(o)?o||0:i):i}}),yt=function(e,t,n){var r,i,o,s=n||Lt(e),a=s?s.getPropertyValue(t)||s[t]:undefined,u=e.style;return s&&(""!==a||x.contains(e.ownerDocument,e)||(a=x.style(e,t)),Tt.test(a)&&bt.test(t)&&(r=u.width,i=u.minWidth,o=u.maxWidth,u.minWidth=u.maxWidth=u.width=a,a=s.width,u.width=r,u.minWidth=i,u.maxWidth=o)),a};function Ht(e,t,n){var r=wt.exec(t);return r?Math.max(0,r[1]-(n||0))+(r[2]||"px"):t}function Ot(e,t,n,r,i){var o=n===(r?"border":"content")?4:"width"===t?1:0,s=0;for(;4>o;o+=2)"margin"===n&&(s+=x.css(e,n+St[o],!0,i)),r?("content"===n&&(s-=x.css(e,"padding"+St[o],!0,i)),"margin"!==n&&(s-=x.css(e,"border"+St[o]+"Width",!0,i))):(s+=x.css(e,"padding"+St[o],!0,i),"padding"!==n&&(s+=x.css(e,"border"+St[o]+"Width",!0,i)));return s}function Ft(e,t,n){var r=!0,i="width"===t?e.offsetWidth:e.offsetHeight,o=Lt(e),s=x.support.boxSizing&&"border-box"===x.css(e,"boxSizing",!1,o);if(0>=i||null==i){if(i=yt(e,t,o),(0>i||null==i)&&(i=e.style[t]),Tt.test(i))return i;r=s&&(x.support.boxSizingReliable||i===e.style[t]),i=parseFloat(i)||0}return i+Ot(e,t,n||(s?"border":"content"),r,o)+"px"}function Pt(e){var t=o,n=kt[e];return n||(n=Rt(e,t),"none"!==n&&n||(vt=(vt||x("<iframe frameborder='0' width='0' height='0'/>").css("cssText","display:block !important")).appendTo(t.documentElement),t=(vt[0].contentWindow||vt[0].contentDocument).document,t.write("<!doctype html><html><body>"),t.close(),n=Rt(e,t),vt.detach()),kt[e]=n),n}function Rt(e,t){var n=x(t.createElement(e)).appendTo(t.body),r=x.css(n[0],"display");return n.remove(),r}x.each(["height","width"],function(e,t){x.cssHooks[t]={get:function(e,n,r){return n?0===e.offsetWidth&&xt.test(x.css(e,"display"))?x.swap(e,Nt,function(){return Ft(e,t,r)}):Ft(e,t,r):undefined},set:function(e,n,r){var i=r&&Lt(e);return Ht(e,n,r?Ot(e,t,r,x.support.boxSizing&&"border-box"===x.css(e,"boxSizing",!1,i),i):0)}}}),x(function(){x.support.reliableMarginRight||(x.cssHooks.marginRight={get:function(e,t){return t?x.swap(e,{display:"inline-block"},yt,[e,"marginRight"]):undefined}}),!x.support.pixelPosition&&x.fn.position&&x.each(["top","left"],function(e,t){x.cssHooks[t]={get:function(e,n){return n?(n=yt(e,t),Tt.test(n)?x(e).position()[t]+"px":n):undefined}}})}),x.expr&&x.expr.filters&&(x.expr.filters.hidden=function(e){return 0>=e.offsetWidth&&0>=e.offsetHeight},x.expr.filters.visible=function(e){return!x.expr.filters.hidden(e)}),x.each({margin:"",padding:"",border:"Width"},function(e,t){x.cssHooks[e+t]={expand:function(n){var r=0,i={},o="string"==typeof n?n.split(" "):[n];for(;4>r;r++)i[e+St[r]+t]=o[r]||o[r-2]||o[0];return i}},bt.test(e)||(x.cssHooks[e+t].set=Ht)});var Mt=/%20/g,Wt=/\[\]$/,$t=/\r?\n/g,Bt=/^(?:submit|button|image|reset|file)$/i,It=/^(?:input|select|textarea|keygen)/i;x.fn.extend({serialize:function(){return x.param(this.serializeArray())},serializeArray:function(){return this.map(function(){var e=x.prop(this,"elements");return e?x.makeArray(e):this}).filter(function(){var e=this.type;return this.name&&!x(this).is(":disabled")&&It.test(this.nodeName)&&!Bt.test(e)&&(this.checked||!it.test(e))}).map(function(e,t){var n=x(this).val();return null==n?null:x.isArray(n)?x.map(n,function(e){return{name:t.name,value:e.replace($t,"\r\n")}}):{name:t.name,value:n.replace($t,"\r\n")}}).get()}}),x.param=function(e,t){var n,r=[],i=function(e,t){t=x.isFunction(t)?t():null==t?"":t,r[r.length]=encodeURIComponent(e)+"="+encodeURIComponent(t)};if(t===undefined&&(t=x.ajaxSettings&&x.ajaxSettings.traditional),x.isArray(e)||e.jquery&&!x.isPlainObject(e))x.each(e,function(){i(this.name,this.value)});else for(n in e)zt(n,e[n],t,i);return r.join("&").replace(Mt,"+")};function zt(e,t,n,r){var i;if(x.isArray(t))x.each(t,function(t,i){n||Wt.test(e)?r(e,i):zt(e+"["+("object"==typeof i?t:"")+"]",i,n,r)});else if(n||"object"!==x.type(t))r(e,t);else for(i in t)zt(e+"["+i+"]",t[i],n,r)}x.each("blur focus focusin focusout load resize scroll unload click dblclick mousedown mouseup mousemove mouseover mouseout mouseenter mouseleave change select submit keydown keypress keyup error contextmenu".split(" "),function(e,t){x.fn[t]=function(e,n){return arguments.length>0?this.on(t,null,e,n):this.trigger(t)}}),x.fn.extend({hover:function(e,t){return this.mouseenter(e).mouseleave(t||e)},bind:function(e,t,n){return this.on(e,null,t,n)},unbind:function(e,t){return this.off(e,null,t)},delegate:function(e,t,n,r){return this.on(t,e,n,r)},undelegate:function(e,t,n){return 1===arguments.length?this.off(e,"**"):this.off(t,e||"**",n)}});var _t,Xt,Ut=x.now(),Yt=/\?/,Vt=/#.*$/,Gt=/([?&])_=[^&]*/,Jt=/^(.*?):[ \t]*([^\r\n]*)$/gm,Qt=/^(?:about|app|app-storage|.+-extension|file|res|widget):$/,Kt=/^(?:GET|HEAD)$/,Zt=/^\/\//,en=/^([\w.+-]+:)(?:\/\/([^\/?#:]*)(?::(\d+)|)|)/,tn=x.fn.load,nn={},rn={},on="*/".concat("*");try{Xt=i.href}catch(sn){Xt=o.createElement("a"),Xt.href="",Xt=Xt.href}_t=en.exec(Xt.toLowerCase())||[];function an(e){return function(t,n){"string"!=typeof t&&(n=t,t="*");var r,i=0,o=t.toLowerCase().match(w)||[];
if(x.isFunction(n))while(r=o[i++])"+"===r[0]?(r=r.slice(1)||"*",(e[r]=e[r]||[]).unshift(n)):(e[r]=e[r]||[]).push(n)}}function un(e,t,n,r){var i={},o=e===rn;function s(a){var u;return i[a]=!0,x.each(e[a]||[],function(e,a){var l=a(t,n,r);return"string"!=typeof l||o||i[l]?o?!(u=l):undefined:(t.dataTypes.unshift(l),s(l),!1)}),u}return s(t.dataTypes[0])||!i["*"]&&s("*")}function ln(e,t){var n,r,i=x.ajaxSettings.flatOptions||{};for(n in t)t[n]!==undefined&&((i[n]?e:r||(r={}))[n]=t[n]);return r&&x.extend(!0,e,r),e}x.fn.load=function(e,t,n){if("string"!=typeof e&&tn)return tn.apply(this,arguments);var r,i,o,s=this,a=e.indexOf(" ");return a>=0&&(r=e.slice(a),e=e.slice(0,a)),x.isFunction(t)?(n=t,t=undefined):t&&"object"==typeof t&&(i="POST"),s.length>0&&x.ajax({url:e,type:i,dataType:"html",data:t}).done(function(e){o=arguments,s.html(r?x("<div>").append(x.parseHTML(e)).find(r):e)}).complete(n&&function(e,t){s.each(n,o||[e.responseText,t,e])}),this},x.each(["ajaxStart","ajaxStop","ajaxComplete","ajaxError","ajaxSuccess","ajaxSend"],function(e,t){x.fn[t]=function(e){return this.on(t,e)}}),x.extend({active:0,lastModified:{},etag:{},ajaxSettings:{url:Xt,type:"GET",isLocal:Qt.test(_t[1]),global:!0,processData:!0,async:!0,contentType:"application/x-www-form-urlencoded; charset=UTF-8",accepts:{"*":on,text:"text/plain",html:"text/html",xml:"application/xml, text/xml",json:"application/json, text/javascript"},contents:{xml:/xml/,html:/html/,json:/json/},responseFields:{xml:"responseXML",text:"responseText",json:"responseJSON"},converters:{"* text":String,"text html":!0,"text json":x.parseJSON,"text xml":x.parseXML},flatOptions:{url:!0,context:!0}},ajaxSetup:function(e,t){return t?ln(ln(e,x.ajaxSettings),t):ln(x.ajaxSettings,e)},ajaxPrefilter:an(nn),ajaxTransport:an(rn),ajax:function(e,t){"object"==typeof e&&(t=e,e=undefined),t=t||{};var n,r,i,o,s,a,u,l,c=x.ajaxSetup({},t),f=c.context||c,p=c.context&&(f.nodeType||f.jquery)?x(f):x.event,h=x.Deferred(),d=x.Callbacks("once memory"),g=c.statusCode||{},m={},y={},v=0,b="canceled",T={readyState:0,getResponseHeader:function(e){var t;if(2===v){if(!o){o={};while(t=Jt.exec(i))o[t[1].toLowerCase()]=t[2]}t=o[e.toLowerCase()]}return null==t?null:t},getAllResponseHeaders:function(){return 2===v?i:null},setRequestHeader:function(e,t){var n=e.toLowerCase();return v||(e=y[n]=y[n]||e,m[e]=t),this},overrideMimeType:function(e){return v||(c.mimeType=e),this},statusCode:function(e){var t;if(e)if(2>v)for(t in e)g[t]=[g[t],e[t]];else T.always(e[T.status]);return this},abort:function(e){var t=e||b;return n&&n.abort(t),k(0,t),this}};if(h.promise(T).complete=d.add,T.success=T.done,T.error=T.fail,c.url=((e||c.url||Xt)+"").replace(Vt,"").replace(Zt,_t[1]+"//"),c.type=t.method||t.type||c.method||c.type,c.dataTypes=x.trim(c.dataType||"*").toLowerCase().match(w)||[""],null==c.crossDomain&&(a=en.exec(c.url.toLowerCase()),c.crossDomain=!(!a||a[1]===_t[1]&&a[2]===_t[2]&&(a[3]||("http:"===a[1]?"80":"443"))===(_t[3]||("http:"===_t[1]?"80":"443")))),c.data&&c.processData&&"string"!=typeof c.data&&(c.data=x.param(c.data,c.traditional)),un(nn,c,t,T),2===v)return T;u=c.global,u&&0===x.active++&&x.event.trigger("ajaxStart"),c.type=c.type.toUpperCase(),c.hasContent=!Kt.test(c.type),r=c.url,c.hasContent||(c.data&&(r=c.url+=(Yt.test(r)?"&":"?")+c.data,delete c.data),c.cache===!1&&(c.url=Gt.test(r)?r.replace(Gt,"$1_="+Ut++):r+(Yt.test(r)?"&":"?")+"_="+Ut++)),c.ifModified&&(x.lastModified[r]&&T.setRequestHeader("If-Modified-Since",x.lastModified[r]),x.etag[r]&&T.setRequestHeader("If-None-Match",x.etag[r])),(c.data&&c.hasContent&&c.contentType!==!1||t.contentType)&&T.setRequestHeader("Content-Type",c.contentType),T.setRequestHeader("Accept",c.dataTypes[0]&&c.accepts[c.dataTypes[0]]?c.accepts[c.dataTypes[0]]+("*"!==c.dataTypes[0]?", "+on+"; q=0.01":""):c.accepts["*"]);for(l in c.headers)T.setRequestHeader(l,c.headers[l]);if(c.beforeSend&&(c.beforeSend.call(f,T,c)===!1||2===v))return T.abort();b="abort";for(l in{success:1,error:1,complete:1})T[l](c[l]);if(n=un(rn,c,t,T)){T.readyState=1,u&&p.trigger("ajaxSend",[T,c]),c.async&&c.timeout>0&&(s=setTimeout(function(){T.abort("timeout")},c.timeout));try{v=1,n.send(m,k)}catch(C){if(!(2>v))throw C;k(-1,C)}}else k(-1,"No Transport");function k(e,t,o,a){var l,m,y,b,w,C=t;2!==v&&(v=2,s&&clearTimeout(s),n=undefined,i=a||"",T.readyState=e>0?4:0,l=e>=200&&300>e||304===e,o&&(b=cn(c,T,o)),b=fn(c,b,T,l),l?(c.ifModified&&(w=T.getResponseHeader("Last-Modified"),w&&(x.lastModified[r]=w),w=T.getResponseHeader("etag"),w&&(x.etag[r]=w)),204===e?C="nocontent":304===e?C="notmodified":(C=b.state,m=b.data,y=b.error,l=!y)):(y=C,(e||!C)&&(C="error",0>e&&(e=0))),T.status=e,T.statusText=(t||C)+"",l?h.resolveWith(f,[m,C,T]):h.rejectWith(f,[T,C,y]),T.statusCode(g),g=undefined,u&&p.trigger(l?"ajaxSuccess":"ajaxError",[T,c,l?m:y]),d.fireWith(f,[T,C]),u&&(p.trigger("ajaxComplete",[T,c]),--x.active||x.event.trigger("ajaxStop")))}return T},getJSON:function(e,t,n){return x.get(e,t,n,"json")},getScript:function(e,t){return x.get(e,undefined,t,"script")}}),x.each(["get","post"],function(e,t){x[t]=function(e,n,r,i){return x.isFunction(n)&&(i=i||r,r=n,n=undefined),x.ajax({url:e,type:t,dataType:i,data:n,success:r})}});function cn(e,t,n){var r,i,o,s,a=e.contents,u=e.dataTypes;while("*"===u[0])u.shift(),r===undefined&&(r=e.mimeType||t.getResponseHeader("Content-Type"));if(r)for(i in a)if(a[i]&&a[i].test(r)){u.unshift(i);break}if(u[0]in n)o=u[0];else{for(i in n){if(!u[0]||e.converters[i+" "+u[0]]){o=i;break}s||(s=i)}o=o||s}return o?(o!==u[0]&&u.unshift(o),n[o]):undefined}function fn(e,t,n,r){var i,o,s,a,u,l={},c=e.dataTypes.slice();if(c[1])for(s in e.converters)l[s.toLowerCase()]=e.converters[s];o=c.shift();while(o)if(e.responseFields[o]&&(n[e.responseFields[o]]=t),!u&&r&&e.dataFilter&&(t=e.dataFilter(t,e.dataType)),u=o,o=c.shift())if("*"===o)o=u;else if("*"!==u&&u!==o){if(s=l[u+" "+o]||l["* "+o],!s)for(i in l)if(a=i.split(" "),a[1]===o&&(s=l[u+" "+a[0]]||l["* "+a[0]])){s===!0?s=l[i]:l[i]!==!0&&(o=a[0],c.unshift(a[1]));break}if(s!==!0)if(s&&e["throws"])t=s(t);else try{t=s(t)}catch(f){return{state:"parsererror",error:s?f:"No conversion from "+u+" to "+o}}}return{state:"success",data:t}}x.ajaxSetup({accepts:{script:"text/javascript, application/javascript, application/ecmascript, application/x-ecmascript"},contents:{script:/(?:java|ecma)script/},converters:{"text script":function(e){return x.globalEval(e),e}}}),x.ajaxPrefilter("script",function(e){e.cache===undefined&&(e.cache=!1),e.crossDomain&&(e.type="GET")}),x.ajaxTransport("script",function(e){if(e.crossDomain){var t,n;return{send:function(r,i){t=x("<script>").prop({async:!0,charset:e.scriptCharset,src:e.url}).on("load error",n=function(e){t.remove(),n=null,e&&i("error"===e.type?404:200,e.type)}),o.head.appendChild(t[0])},abort:function(){n&&n()}}}});var pn=[],hn=/(=)\?(?=&|$)|\?\?/;x.ajaxSetup({jsonp:"callback",jsonpCallback:function(){var e=pn.pop()||x.expando+"_"+Ut++;return this[e]=!0,e}}),x.ajaxPrefilter("json jsonp",function(t,n,r){var i,o,s,a=t.jsonp!==!1&&(hn.test(t.url)?"url":"string"==typeof t.data&&!(t.contentType||"").indexOf("application/x-www-form-urlencoded")&&hn.test(t.data)&&"data");return a||"jsonp"===t.dataTypes[0]?(i=t.jsonpCallback=x.isFunction(t.jsonpCallback)?t.jsonpCallback():t.jsonpCallback,a?t[a]=t[a].replace(hn,"$1"+i):t.jsonp!==!1&&(t.url+=(Yt.test(t.url)?"&":"?")+t.jsonp+"="+i),t.converters["script json"]=function(){return s||x.error(i+" was not called"),s[0]},t.dataTypes[0]="json",o=e[i],e[i]=function(){s=arguments},r.always(function(){e[i]=o,t[i]&&(t.jsonpCallback=n.jsonpCallback,pn.push(i)),s&&x.isFunction(o)&&o(s[0]),s=o=undefined}),"script"):undefined}),x.ajaxSettings.xhr=function(){try{return new XMLHttpRequest}catch(e){}};var dn=x.ajaxSettings.xhr(),gn={0:200,1223:204},mn=0,yn={};e.ActiveXObject&&x(e).on("unload",function(){for(var e in yn)yn[e]();yn=undefined}),x.support.cors=!!dn&&"withCredentials"in dn,x.support.ajax=dn=!!dn,x.ajaxTransport(function(e){var t;return x.support.cors||dn&&!e.crossDomain?{send:function(n,r){var i,o,s=e.xhr();if(s.open(e.type,e.url,e.async,e.username,e.password),e.xhrFields)for(i in e.xhrFields)s[i]=e.xhrFields[i];e.mimeType&&s.overrideMimeType&&s.overrideMimeType(e.mimeType),e.crossDomain||n["X-Requested-With"]||(n["X-Requested-With"]="XMLHttpRequest");for(i in n)s.setRequestHeader(i,n[i]);t=function(e){return function(){t&&(delete yn[o],t=s.onload=s.onerror=null,"abort"===e?s.abort():"error"===e?r(s.status||404,s.statusText):r(gn[s.status]||s.status,s.statusText,"string"==typeof s.responseText?{text:s.responseText}:undefined,s.getAllResponseHeaders()))}},s.onload=t(),s.onerror=t("error"),t=yn[o=mn++]=t("abort"),s.send(e.hasContent&&e.data||null)},abort:function(){t&&t()}}:undefined});var vn,xn,bn=/^(?:toggle|show|hide)$/,wn=RegExp("^(?:([+-])=|)("+b+")([a-z%]*)$","i"),Tn=/queueHooks$/,Cn=[Dn],kn={"*":[function(e,t){var n,r,i=this.createTween(e,t),o=wn.exec(t),s=i.cur(),a=+s||0,u=1,l=20;if(o){if(n=+o[2],r=o[3]||(x.cssNumber[e]?"":"px"),"px"!==r&&a){a=x.css(i.elem,e,!0)||n||1;do u=u||".5",a/=u,x.style(i.elem,e,a+r);while(u!==(u=i.cur()/s)&&1!==u&&--l)}i.unit=r,i.start=a,i.end=o[1]?a+(o[1]+1)*n:n}return i}]};function Nn(){return setTimeout(function(){vn=undefined}),vn=x.now()}function En(e,t){x.each(t,function(t,n){var r=(kn[t]||[]).concat(kn["*"]),i=0,o=r.length;for(;o>i;i++)if(r[i].call(e,t,n))return})}function Sn(e,t,n){var r,i,o=0,s=Cn.length,a=x.Deferred().always(function(){delete u.elem}),u=function(){if(i)return!1;var t=vn||Nn(),n=Math.max(0,l.startTime+l.duration-t),r=n/l.duration||0,o=1-r,s=0,u=l.tweens.length;for(;u>s;s++)l.tweens[s].run(o);return a.notifyWith(e,[l,o,n]),1>o&&u?n:(a.resolveWith(e,[l]),!1)},l=a.promise({elem:e,props:x.extend({},t),opts:x.extend(!0,{specialEasing:{}},n),originalProperties:t,originalOptions:n,startTime:vn||Nn(),duration:n.duration,tweens:[],createTween:function(t,n){var r=x.Tween(e,l.opts,t,n,l.opts.specialEasing[t]||l.opts.easing);return l.tweens.push(r),r},stop:function(t){var n=0,r=t?l.tweens.length:0;if(i)return this;for(i=!0;r>n;n++)l.tweens[n].run(1);return t?a.resolveWith(e,[l,t]):a.rejectWith(e,[l,t]),this}}),c=l.props;for(jn(c,l.opts.specialEasing);s>o;o++)if(r=Cn[o].call(l,e,c,l.opts))return r;return En(l,c),x.isFunction(l.opts.start)&&l.opts.start.call(e,l),x.fx.timer(x.extend(u,{elem:e,anim:l,queue:l.opts.queue})),l.progress(l.opts.progress).done(l.opts.done,l.opts.complete).fail(l.opts.fail).always(l.opts.always)}function jn(e,t){var n,r,i,o,s;for(n in e)if(r=x.camelCase(n),i=t[r],o=e[n],x.isArray(o)&&(i=o[1],o=e[n]=o[0]),n!==r&&(e[r]=o,delete e[n]),s=x.cssHooks[r],s&&"expand"in s){o=s.expand(o),delete e[r];for(n in o)n in e||(e[n]=o[n],t[n]=i)}else t[r]=i}x.Animation=x.extend(Sn,{tweener:function(e,t){x.isFunction(e)?(t=e,e=["*"]):e=e.split(" ");var n,r=0,i=e.length;for(;i>r;r++)n=e[r],kn[n]=kn[n]||[],kn[n].unshift(t)},prefilter:function(e,t){t?Cn.unshift(e):Cn.push(e)}});function Dn(e,t,n){var r,i,o,s,a,u,l,c,f,p=this,h=e.style,d={},g=[],m=e.nodeType&&At(e);n.queue||(c=x._queueHooks(e,"fx"),null==c.unqueued&&(c.unqueued=0,f=c.empty.fire,c.empty.fire=function(){c.unqueued||f()}),c.unqueued++,p.always(function(){p.always(function(){c.unqueued--,x.queue(e,"fx").length||c.empty.fire()})})),1===e.nodeType&&("height"in t||"width"in t)&&(n.overflow=[h.overflow,h.overflowX,h.overflowY],"inline"===x.css(e,"display")&&"none"===x.css(e,"float")&&(h.display="inline-block")),n.overflow&&(h.overflow="hidden",p.always(function(){h.overflow=n.overflow[0],h.overflowX=n.overflow[1],h.overflowY=n.overflow[2]})),a=q.get(e,"fxshow");for(r in t)if(o=t[r],bn.exec(o)){if(delete t[r],u=u||"toggle"===o,o===(m?"hide":"show")){if("show"!==o||a===undefined||a[r]===undefined)continue;m=!0}g.push(r)}if(s=g.length){a=q.get(e,"fxshow")||q.access(e,"fxshow",{}),"hidden"in a&&(m=a.hidden),u&&(a.hidden=!m),m?x(e).show():p.done(function(){x(e).hide()}),p.done(function(){var t;q.remove(e,"fxshow");for(t in d)x.style(e,t,d[t])});for(r=0;s>r;r++)i=g[r],l=p.createTween(i,m?a[i]:0),d[i]=a[i]||x.style(e,i),i in a||(a[i]=l.start,m&&(l.end=l.start,l.start="width"===i||"height"===i?1:0))}}function An(e,t,n,r,i){return new An.prototype.init(e,t,n,r,i)}x.Tween=An,An.prototype={constructor:An,init:function(e,t,n,r,i,o){this.elem=e,this.prop=n,this.easing=i||"swing",this.options=t,this.start=this.now=this.cur(),this.end=r,this.unit=o||(x.cssNumber[n]?"":"px")},cur:function(){var e=An.propHooks[this.prop];return e&&e.get?e.get(this):An.propHooks._default.get(this)},run:function(e){var t,n=An.propHooks[this.prop];return this.pos=t=this.options.duration?x.easing[this.easing](e,this.options.duration*e,0,1,this.options.duration):e,this.now=(this.end-this.start)*t+this.start,this.options.step&&this.options.step.call(this.elem,this.now,this),n&&n.set?n.set(this):An.propHooks._default.set(this),this}},An.prototype.init.prototype=An.prototype,An.propHooks={_default:{get:function(e){var t;return null==e.elem[e.prop]||e.elem.style&&null!=e.elem.style[e.prop]?(t=x.css(e.elem,e.prop,""),t&&"auto"!==t?t:0):e.elem[e.prop]},set:function(e){x.fx.step[e.prop]?x.fx.step[e.prop](e):e.elem.style&&(null!=e.elem.style[x.cssProps[e.prop]]||x.cssHooks[e.prop])?x.style(e.elem,e.prop,e.now+e.unit):e.elem[e.prop]=e.now}}},An.propHooks.scrollTop=An.propHooks.scrollLeft={set:function(e){e.elem.nodeType&&e.elem.parentNode&&(e.elem[e.prop]=e.now)}},x.each(["toggle","show","hide"],function(e,t){var n=x.fn[t];x.fn[t]=function(e,r,i){return null==e||"boolean"==typeof e?n.apply(this,arguments):this.animate(Ln(t,!0),e,r,i)}}),x.fn.extend({fadeTo:function(e,t,n,r){return this.filter(At).css("opacity",0).show().end().animate({opacity:t},e,n,r)},animate:function(e,t,n,r){var i=x.isEmptyObject(e),o=x.speed(t,n,r),s=function(){var t=Sn(this,x.extend({},e),o);s.finish=function(){t.stop(!0)},(i||q.get(this,"finish"))&&t.stop(!0)};return s.finish=s,i||o.queue===!1?this.each(s):this.queue(o.queue,s)},stop:function(e,t,n){var r=function(e){var t=e.stop;delete e.stop,t(n)};return"string"!=typeof e&&(n=t,t=e,e=undefined),t&&e!==!1&&this.queue(e||"fx",[]),this.each(function(){var t=!0,i=null!=e&&e+"queueHooks",o=x.timers,s=q.get(this);if(i)s[i]&&s[i].stop&&r(s[i]);else for(i in s)s[i]&&s[i].stop&&Tn.test(i)&&r(s[i]);for(i=o.length;i--;)o[i].elem!==this||null!=e&&o[i].queue!==e||(o[i].anim.stop(n),t=!1,o.splice(i,1));(t||!n)&&x.dequeue(this,e)})},finish:function(e){return e!==!1&&(e=e||"fx"),this.each(function(){var t,n=q.get(this),r=n[e+"queue"],i=n[e+"queueHooks"],o=x.timers,s=r?r.length:0;for(n.finish=!0,x.queue(this,e,[]),i&&i.cur&&i.cur.finish&&i.cur.finish.call(this),t=o.length;t--;)o[t].elem===this&&o[t].queue===e&&(o[t].anim.stop(!0),o.splice(t,1));for(t=0;s>t;t++)r[t]&&r[t].finish&&r[t].finish.call(this);delete n.finish})}});function Ln(e,t){var n,r={height:e},i=0;for(t=t?1:0;4>i;i+=2-t)n=St[i],r["margin"+n]=r["padding"+n]=e;return t&&(r.opacity=r.width=e),r}x.each({slideDown:Ln("show"),slideUp:Ln("hide"),slideToggle:Ln("toggle"),fadeIn:{opacity:"show"},fadeOut:{opacity:"hide"},fadeToggle:{opacity:"toggle"}},function(e,t){x.fn[e]=function(e,n,r){return this.animate(t,e,n,r)}}),x.speed=function(e,t,n){var r=e&&"object"==typeof e?x.extend({},e):{complete:n||!n&&t||x.isFunction(e)&&e,duration:e,easing:n&&t||t&&!x.isFunction(t)&&t};return r.duration=x.fx.off?0:"number"==typeof r.duration?r.duration:r.duration in x.fx.speeds?x.fx.speeds[r.duration]:x.fx.speeds._default,(null==r.queue||r.queue===!0)&&(r.queue="fx"),r.old=r.complete,r.complete=function(){x.isFunction(r.old)&&r.old.call(this),r.queue&&x.dequeue(this,r.queue)},r},x.easing={linear:function(e){return e},swing:function(e){return.5-Math.cos(e*Math.PI)/2}},x.timers=[],x.fx=An.prototype.init,x.fx.tick=function(){var e,t=x.timers,n=0;for(vn=x.now();t.length>n;n++)e=t[n],e()||t[n]!==e||t.splice(n--,1);t.length||x.fx.stop(),vn=undefined},x.fx.timer=function(e){e()&&x.timers.push(e)&&x.fx.start()},x.fx.interval=13,x.fx.start=function(){xn||(xn=setInterval(x.fx.tick,x.fx.interval))},x.fx.stop=function(){clearInterval(xn),xn=null},x.fx.speeds={slow:600,fast:200,_default:400},x.fx.step={},x.expr&&x.expr.filters&&(x.expr.filters.animated=function(e){return x.grep(x.timers,function(t){return e===t.elem}).length}),x.fn.offset=function(e){if(arguments.length)return e===undefined?this:this.each(function(t){x.offset.setOffset(this,e,t)});var t,n,i=this[0],o={top:0,left:0},s=i&&i.ownerDocument;if(s)return t=s.documentElement,x.contains(t,i)?(typeof i.getBoundingClientRect!==r&&(o=i.getBoundingClientRect()),n=qn(s),{top:o.top+n.pageYOffset-t.clientTop,left:o.left+n.pageXOffset-t.clientLeft}):o},x.offset={setOffset:function(e,t,n){var r,i,o,s,a,u,l,c=x.css(e,"position"),f=x(e),p={};"static"===c&&(e.style.position="relative"),a=f.offset(),o=x.css(e,"top"),u=x.css(e,"left"),l=("absolute"===c||"fixed"===c)&&(o+u).indexOf("auto")>-1,l?(r=f.position(),s=r.top,i=r.left):(s=parseFloat(o)||0,i=parseFloat(u)||0),x.isFunction(t)&&(t=t.call(e,n,a)),null!=t.top&&(p.top=t.top-a.top+s),null!=t.left&&(p.left=t.left-a.left+i),"using"in t?t.using.call(e,p):f.css(p)}},x.fn.extend({position:function(){if(this[0]){var e,t,n=this[0],r={top:0,left:0};return"fixed"===x.css(n,"position")?t=n.getBoundingClientRect():(e=this.offsetParent(),t=this.offset(),x.nodeName(e[0],"html")||(r=e.offset()),r.top+=x.css(e[0],"borderTopWidth",!0),r.left+=x.css(e[0],"borderLeftWidth",!0)),{top:t.top-r.top-x.css(n,"marginTop",!0),left:t.left-r.left-x.css(n,"marginLeft",!0)}}},offsetParent:function(){return this.map(function(){var e=this.offsetParent||s;while(e&&!x.nodeName(e,"html")&&"static"===x.css(e,"position"))e=e.offsetParent;return e||s})}}),x.each({scrollLeft:"pageXOffset",scrollTop:"pageYOffset"},function(t,n){var r="pageYOffset"===n;x.fn[t]=function(i){return x.access(this,function(t,i,o){var s=qn(t);return o===undefined?s?s[n]:t[i]:(s?s.scrollTo(r?e.pageXOffset:o,r?o:e.pageYOffset):t[i]=o,undefined)},t,i,arguments.length,null)}});function qn(e){return x.isWindow(e)?e:9===e.nodeType&&e.defaultView}x.each({Height:"height",Width:"width"},function(e,t){x.each({padding:"inner"+e,content:t,"":"outer"+e},function(n,r){x.fn[r]=function(r,i){var o=arguments.length&&(n||"boolean"!=typeof r),s=n||(r===!0||i===!0?"margin":"border");return x.access(this,function(t,n,r){var i;return x.isWindow(t)?t.document.documentElement["client"+e]:9===t.nodeType?(i=t.documentElement,Math.max(t.body["scroll"+e],i["scroll"+e],t.body["offset"+e],i["offset"+e],i["client"+e])):r===undefined?x.css(t,n,s):x.style(t,n,r,s)},t,o?r:undefined,o,null)}})}),x.fn.size=function(){return this.length},x.fn.andSelf=x.fn.addBack,"object"==typeof module&&"object"==typeof module.exports?module.exports=x:"function"==typeof define&&define.amd&&define("jquery",[],function(){return x}),"object"==typeof e&&"object"==typeof e.document&&(e.jQuery=e.$=x)})(window);
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